Chapter 1
PHY3131 Meécanique classique 2

1.1 Types de contraintes

Des contraintes sur un systeme mécanique peuvent tre représentées par des équations qui couplent
entre elles certaines des coordonnées du probleme. On en distingue plusieurs types :

* Contraintes holonomes (intégrables): Chacune des contraintes dites holonomes peuvent s’écrire
selon les deux formes suivantes (qui sont équivalentes) :

f(F17F27"'7Fn):O (11)

af
;a—ndm =0 (1.2)

* Contraintes non-holonomes (non intégrables): Elles ne peuvent s’écrire sous les formes précédentes,
ni étre intégrées. Elles impliquent généralement des inégalités, ou dépendent explicitement des
vitesses 7; du systéme.

* Contraintes scléronomes: Les contraintes dites scléronomes sont celles qui ne dépendent pas
explicitement du temps.

* Contraintes rhéonomes: Les contraintes dites rhéonomes sont celles qui dépendant explicitement
du temps.

Un ensemble de k équations de contraintes ont pour effet de coupler les n coordonnées du systéme et
les rendre dépendantes. Il existe alors un ensemble complet de n — k& coordonnées indépendantes et
suffisantes pour décrire entierement le systeme (en utilisant aussi les équations de contraintes).
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1.2 Déplacements virtuels

On définit un déplacement virtuel dr; comme un changement infinitésimal de la coordonnée r; du
systeme, mais en gardant les forces de contraintes et le temps constants, contrairement aux déplacements
infinitésimaux habituels dr;.

/. /.

|

t=t+dt

(a) Déplacement infinitésimal virtuel (b) Déplacement infinitésimal réel

Figure 1.1: Différences schématiques entre les déplacements infinitésimaux virtuel et réel.

1.3 Travail virtuel

Le travail virtuel W associé a une force F' et a un déplacement virtuel 0r; est défini comme:

oW = F . or, (1.3)

1.4 Le principe d’Alembert

Par la deuxieme loi de Newton appliquée a une particule ¢+ dans un systeme physique, on a que:
EF,—p;=0 (1.4)
Ainsi, on a aussi:
> (F—p) o7 =0 (1.5)

On peut décomposer la force I en deux parties : Les forces externes F et les forces de contraintes FY.
Ici, on choisit de se restreindre aux cas ou les forces de contraintes n’effectuent aucun travail virtuel.
On a donc:

Fe.9F, =0, dou (1.6)

S (Fe—p)-or =0 (1.7)

i




J.Gagné Bible de la physique v1.2

C’est le principe d’Alembert. Cependant, on ne peut pas tirer de cette équation que les termes ]3[3 — Di

—

s’annulent identiquement, puisque les coordonnées 7; sont couplées au travers des forces de contraintes,

ainsi les termes 07; sont dépendants.

1.5 Les équations de Lagrange

Pour arriver a découpler les coordonnées {7}, on doit donc effectuer un changement de coordonnées
vers un nouvel ensemble de coordonnées {¢;}. Pour effectuer celui-ci (et en se rappelant que dt = 0

pour un déplacement virtuel), on utilise le fait que:
or;
or;, = B3)
2y,

En insérant ceci dans (1.5), on a:

> (7-) - Lo -1

1]
On définit la force généralisée (); associée a une coordonnée ¢; telle que:

- OF
Q=2 F 5,

7

On doit aussi réexprimer les impulsions p; en fonction de ces nouvelles coordonnées:

;@~5ﬁ=;mi%'5ﬁ=;miﬁ-g—23qj

On remarque que par la définition de la dérivée d’un produit:

e O _d (s OnN s d O
" 0gq;  dt RONT U dt \ Og;

Or, on a que:

5 87_’; . arz d’Oﬁ
ry = j )
— 9, G o
or,  OF;
an aq]

Et on a aussi:

d (or; o . 0% ) oF, 87"1 -
i (aqj> - ;aqjaqk 0q;0t _ 0q; <;a I m) = g

En insérant (1.15) et (1.14) dans (1.12) et avec, on trouve:

. Of _d . o . O
mMiTi - 5— = | "Wl | — 4T 5—
8% dt 8qj 8qJ

(1.8)

(1.9

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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En réinsérant ceci dans (1.11), on trouve:

= - _d 5 a_; N 87
Z:pi B =Y & (Z mat’; - a;) - Zi:mm - a—;] 3g; (1.17)

J

= i i 1 2 _i 1 9 A
_zj: dt{a%‘Z(Qm’r")} aqu(gm”iﬂ 0g; (1.18)

% )

En reconnaissant 7', Iénergie cinétique du systeme 7" =) . %mﬂ*?, on a alors:
d (oT or
pi - 0T = {— (—) ——] dq; (1.19)
; ; dt \og;) 0q;]
En utilisant (1.19), (1.10) et le principe d’ Alembert (1.7), on trouve alors:

d (0T oT
> [ ()~ ~ @ =0 (120

4;

Cette fois, puisque les coordonnées {¢; } sont indépendantes, les dg; le sont aussi et on peut directement
en tirer les équations de Lagrange générales:

d (0T oT
Sy T 0 — 1.21
it (aq') o =" (121

Les seules conditions pour que celles-ci soient valides sont ainsi :
* Toutes les contraintes du systeme sont holonomes
* Aucun travail virtuel n’est effectué par les forces de contraintes.

Si, en plus, on peut écrire les forces comme étant dérivées d’un potentiel ne dépendant pas des ¢; telles
que:

1%
Qj = "o, (1.22)
V=Vi(g, ., q) (1.23)

On peut alors directement en tirer les équations de Lagrange sous leur forme compacte:

d (oL oL
(=) =29 1.24
dt <8qj> 8%‘ ( )
Ou le Lagrangien £ est donné par:
L=T-V (1.25)
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On peut aussi exprimer I’énergie cinétique 7' du systeme en fonction des coordonnées généralisées:

T =M+ Y Mg+ > Mpdge, ob (1.26)
J Jk
1 oF;,  OF;
My==S "m 2. 2% 1.27
0 221:7” or ot (127
oF,  OF,
M; = et 1.28
DL (1.28)
1 o, or,
M = — =t 1.29
it 2;7”6% o (1.29)

1.6 Potentiels généralisés

On peut insérer des forces dépendant des vitesses généralisées ¢; dans les équations compactes de La-
grange en définissant des potentiels généralisés:

d (oU ou
- =) == ) 1.30
u2u<Q17"'7qn7Q17"'7Qn) (131)

Par exemple, en électromagnétisme, on peut définir un potentiel généralisé associé a la force de Lorentz:

Unrent: =4 (¢ = A7), tel que (1.32)
— =d @x‘T = —
Florentz = q (—V¢ ~ 5 + 7 X (V X A)) (1.33)

Ou ¢ est la charge et ¢ la vitesse d’une particule plongée dans un champ électromagnétique dont ¢ est
le potentiel de la partie électrique et A le potentiel-vecteur de la partie magnétique.

1.7 Forces sans potentiel et fonction de dissipation

En partant de la forme générale des équations de Lagrange (1.21), on peut insérer dans la forme com-
pacte des équations de Lagrange une force 0 qui n’est reliée ni a un potentiel V' ni a un potentiel
généralisé U:

d (oL oL
— — —_— — T . . 4
dt <8q]> 3qj Qj (1 3 )

Si on est en présence d’une force dépendant uniquement des vitesses ¢; (par exemple les forces de
frottement), on peut définir une fonction de dissipation F telle que:

, OF
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et les équations de Lagrange deviennent alors:

d(ac) oL OF (136

dt \9g;) g i

Aussi, la fonction de dissipation est reliée au taux de dissipation d’énergie dans le systeéme, par une
relation du type:

dEsys

dt = [ (F) (1.37)

1.8 Principe de Hamilton

On peut dériver les équations de Lagrange d’une fagon indépendante, en partant cette fois d’un principe
variationnel: Le principe de Hamilton. Celui-ci s’écrit :

Le mouvement d’un systeme, entre les instants 1, et 1o, est tel que la quantité d’action T est stationnaire
sur toute sa trajectoire, ou:

t2
IE/ Ldt (1.38)
t1

En termes mathématiques, le principe de Hamilton s’écrit donc:

to
5155/ LG, Gur s dnit)dt =0 (1.39)
t1

Celui-ci étant valide seulement lorsque les forces du systeme sont monogenes, c’est-a-dire dérivées d’un
potentiel généralisé .

Pour résoudre 1’équation (1.39), nous allons insérer un nouveau parametre « faisant varier la trajectoire
des coordonnées ¢; (t) de facon linéaire et infinitésimale. Ainsi, on posera que chaque coordonnée ¢;
variera comme ¢; (t, o) = ¢; (¢,0)+an;(t), ot ¢;(¢,0) = ¢;(t) est la trajectoire qui solutionne (1.39). Les
fonctions 7;(t) sont finies et arbitraires, mais indépendantes les unes des autres. De plus, elles doivent
étre continuellement dérivables jusqu’au deuxieme ordre et €tre nulles aux points de départ ¢t = ¢, et
d’arrivée t = t5. La condition d’indépendance des fonctions 7);(t) revient & demander que les contraintes
appliquées sur le systeme soient holonomes.

On peut associer la fonction 7;(¢) au principe du déplacement virtuel de la coordonnée ¢; avec:

9q;
3g; = Liga (1.40)
Oa
Ainsi, I’action du systeme devient fonction de ce nouveau parametre, tel que:
0T
0l =—| da (1.41)
oa|,_,
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Ainsi, on a que :

OT [ (0L dg L di;
90 _/ Z (8(]1-804 ¥ 84 9a .,

/ Z<8 it g m) dt (1.43)

En intégrant le deuxieme terme par parties, on obtient :

oL |» t2 d (0L
/ Z Thdt ; (a—%m . —/t1 771’(75)% <3qi) dt) (1.44)

Puisque 7;(t) est définie comme nulle aux points de départ et d’arrivée, le premier terme du membre de

droite est nul et on trouve :
oL
/ Z { [aql (a%)} m(t)} dt (1.45)

0T = / Z { [aqz (g?)} m(t)aa} dt (1.46)

Ensuite, on utilise le fait que les 7;(¢) sont indépendants entre eux, en plus du lemme du calcul des
variations:

> dt (1.42)

Menant a:

/ M(z)n(x)de =0= M(z) =0V x € [z, 23] (1.47)

Valide pour n’importe quelle fonction 7(x) continue et dérivable jusqu’au second ordre dans I’intervalle
x € [x1,22]. On en tire directement que (1.39) implique :

d (0L oL
=) 2= 14
it (8%) o " (1.48)

On a donc retrouvé la forme compacte des équations de Lagrange dans le cadre du principe de Hamil-
ton. Les conditions sont les mémes que dans le cadre du principe d’ Alembert, mais exprimées un peu
différemment. On demande que :

* Le systeme soit monogene, c’est-a-dire que les forces soient dérivables d’un potentiel généralisé
u(Ql?"'?Qn7Q17"'JQH)'

* Les contraintes du systeme soient holonomes, ou intégrables.

1.9 Transformations de Jauge

On peut ajouter au Lagrangien £ n’importe quelle fonction f intégrable ne dépendant pas des vitesses
généralisées ¢;:

df

,];’auge = E7 ou (1.49)
f=rf(q1,.-.,qn,t), telque: (1.50)
L' =L+ Tauge (1.51)
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Lorsqu’inséré dans les équations de Lagrange, le nouveau Lagrangien £’ ménera aux mémes équations
du mouvement.

1.10 Les multiplicateurs de Lagrange

On peut insérer dans les équations de Lagrange un ensemble de m contraintes qui ne sont pas holonomes,
mais qu’on peut écrire sous la forme semi-holonome:

filay, - anGas - dn) =0 (1.52)

qu’on peut réécrire d’une facon alternative:

n

Zalidqi—kaltdt:O o l=1,....m et ag=aw(q,- . qnts) (1.53)
i=1

En termes de déplacements virtuels, ces équations peuvent se réécrire:

n

> adg =0 (1.54)

=1

Pour éliminer les déplacements virtuels qui ne sont pas indépendants dans (1.55) sans avoir a intégrer
(1.53) a cause des contraintes semi-holonomes, on doit utiliser la méthode des multiplicateurs de La-
grange. Par I’équation (1.53), on a aussi que:

i (/\l i alﬁqi) =0 (1.55)

=1 =1

ol A (g1, - - -, qn, t) sont les multiplicateurs de Lagrange. En insérant cette expression nulle dans 1’équation
(1.46) et en utilisant (1.40), on obtient:

& oL d (0L m
t- Cdt | 94 L.
’ /t1 ; { dg; dt <3C]z‘) " ; )\lah] 6%} di (1.56)

Or, cette fois les dg; sont indépendants, alors on ne peut pas directement tirer de cette équation que
chaque terme de la sommation s’annule identiquement. Cependant, nous avons introduit m multiplica-
teurs de Lagrange qui sont arbitraires. Nous pouvons donc les choisir de facon a ce que chaque terme
de la sommation s’annule. Ainsi, les équations définissant nos multiplicateurs de Lagrange menent
directement aux nouvelles équations de Lagrange:

d [(OL 0L —
el _ - ) 1.
— ( aq;-) 70 > N (1.57)

Cependant, I’ensemble complet d’équations qui permettra de résoudre le systeme est composé des
équations (1.57) et des équations de contraintes (1.53).

En comparant les équations (1.57) avec (1.34), on voit qu’on peut directement associer les forces
généralisées aux multiplicateurs de Lagrange:

Q= Nay (1.58)
=1
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qu’on peut réécrire en fonction des contraintes écrites sous la forme (1.52):

;o m afl i 8fl _ @ afl
“= Z{[a%‘ - dt (8%)} A dt (aqi)} (1.59)

=1




