Chapter 1
PHY3214 Mécanique Statistique

1.1 Formule de Boltzmann

Il est possible de calculer la population moyenne relative de deux états d’énergie dans un ensemble
statistique de température 7’ a I’aide de la formule de Boltzmann:
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ou g, est le degré de dégénérescence des niveaux quantiques possédant une énergie ¢, et k est la con-
stante de Boltzmann.

1.2 Fonctions de partition

1.2.1 Fonction de partition canonique

Pour un ensemble statistique de température 7' constante dit canonique, donc pouvant échanger libre-
ment de la chaleur avec son environnement, on définit la fonction de partition canonique :

7 = i gre—ﬂer
r=1

En fait, la fonction de partition représente le lien direct entre la description microscopique d’un systeme
et ses propriétés macroscopiques: C’est la la raison de sa grande importance. On peut aussi en tirer
directement le nombre d’occupation d’un état d’énergie €, donné, représentant le nombre moyen de
particules se trouvant dans 1’état s:
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Lorsque I’on connait , la fonction de partition d’une seule particule, on peut en déduire la fonction
de partition d’un systeme composé de NV telles particules indiscernables et n’interagissant pas, avec la
relation:
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Dans la limite classique ou les fonctions d’ondes des particules n’interagissent pas de facon statistique,
et dans I’approximation ot /V est un nombre tres élevé, on peut écrire:

an:N(l—Hn%) (1.1)

1.2.2 Grande fonction de partition

Pour un ensemble statistique de température I’ et de potentiel chimique x constants dit grand canonique,
donc pouvant échanger librement de la chaleur et des particules avec son environnement, on définit la
grande fonction de partition :

Z = i Z ﬁ gpe Prrler=h) (1.2)

N=0 {n,} r=0

Ici, la deuxieme somme se fait sur tous les ensembles d’occupation n,. possibles, ou 1’étoile signifie que
ces ensembles sont contraints par la condition:

i n, =N
r=1

Pour des fermions dont la fonction d’onde est antisymétrique, les ensembles n; doivent respecter une
contrainte supplémentaire: Il ne peut y avoir plus de deux particules dans le méme état quantique, ainsi
les n; seront soit de valeur nulle ou unité. Pour des bosons cependant, seule la contrainte ci-haut sur
le nombre total de particules doit étre respectée. Avec quelques manipulations mathématiques, on peut
réécrire I’équation (1.2) comme suit:

max
T

Z = ﬁ Z 4y (e—ﬁ(ey-—u))"r (1.3)

r=1 n,=0

N max

ou n,"** représente le nombre maximal de particules par état quantique d’énergie e, .

1.2.3 Fonction de partition astrophysique

On définit souvent une quantité appelée la fonction de partition astrophysique, qu’on utilise généralement
dans le cadre des états d’énergie de translation d’un gaz classique :

Souvent, on peut faire I’approximation (¢, — €;) < k7', menant a:

=G
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1.2.4 Lien avec la mécanique classique

Dans un probleme classique ou on fait I’approximation du continu, on peut relier la fonction de partition
au hamiltonien classique H via l’intégrale de configuration:

ol les g; et les p; sont les coordonnées canoniques du systeme. La fonction ¢(g;, p;) représente la densité
d’états accessibles pour la particule ¢ dans 1’invervalle entre les points (g;, p;) et (¢; + dg;, p; + dp;) dans
I’espace de phase du systeme. L’intégrale de configuration revient a faire une somme sur tous les états
du systeme, mais cette fois de fagcon continue, puisque dans notre approximation les états quantiques
accessibles au systeme sont extrémement denses.

1.2.5 Lien avec la mécanique quantique

Dans un probleme de mécanique quantique, on relie cette fois la fonction de partition du systeme au
hamiltonien quantique #, qui est cette fois un opérateur appartenant a I’espace d’Hilbert. Dans la
formulation matricielle d’Heisenberg, la fonction de partition sera reliée a la trace du hamiltonien via:

Z = Tr(e %)

Or, pour relier le hamiltonien a la fonction de partition dans la formulation ondulatoire de Schrédinger,
on doit généraliser le concept de la trace a un opérateur dans I’espace d’Hilbert, ce qui donne lieu a
I’expression:
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Ici, |x, p) représente une fonction propre du hamiltonien et (z, p| son conjugué hermitien. On comprend
donc I’importance de la détermination du hamiltonien d’un systéme quantique ainsi que la résolution de
I’équation de Schrodinger nous permettant d’obtenir ses fonctions propres: Cela nous permet d’obtenir
sa fonction de partition et, a I’aide de celle-ci, toutes les propriétés thermodynamiques du systéme.

1.3 Propriétés thermodynamiques

La fonction de partition d’un systeme représente un outil trés puissant, nous permettant de calculer
directement plusieurs de ses propriétés:
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ou F' est I’énergie libre de Helmholtz, £ la constante de Boltzmann, 7' la température du systeme, P
la sa pression, N le nombre de particules dont il est composé, S son entropie, U son énergie interne,
H son enthalpie, GG son enthalpie libre ou énergie libre de Gibbs, 1 son potentiel chimique, C, sa
capacité massique a volume constant, C, sa capacité massique a pression constante, o son parametre de
dégénérescence, v sa compressibilité isotherme et d son coefficient d’expansion thermique.

1.4 Gaz parfait non dégénéré et non relativiste

On définit la longueur d’onde de de Broglie, ou longueur d’onde thermique, associée a une particule de
masse m faisant partie d’un ensemble statistique a une température 7':

h
N ———— 1.4
vV 2rmkT 14

ou h est la constante de Planck. On peut voir cette quantité comme la largeur caractéristique associé
au profil de sa fonction d’onde quantique. Ainsi, I’approximation classique, ou 1’approximation du gaz
non dégénéré, revient a:

d > )\

ol d représente la distance moyenne inter-particules. Attention: Ici, on utilise le terme gaz non dégénéré
dans un nouveau sens, n’ayant rien a voir avec la dégénérescence quantique de deux états possédant la
méme énergie. Un gaz respectant la condition ci-haut peut trés bien voir plusieurs de ses états dégénérés
sur la méme valeur d’énergie.

On définit I’approximation du continu comme:
L> A

ou L représente la plus petite dimension caractéristique de I’ensemble statistique. Lorsque cette approx-
imation est justifiée, on peut alors traiter une somme sur tous les états du systeme de facon continue
avec I’aide d’une intégrale. Tout au long de cet ouvrage, on restera dans cette approximation.

On définit I’approximation du gaz parfait comme:
Eth > Epot

ou Ly, est I’énergie thermique des particules et £, leur énergie potentielle d’interaction.

On définit aussi I’approximation du gaz non relativiste comme:

Erepos > Eth + Epoty ou

2
Erepos =mc

ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide.
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1.4.1 Gaz monoatomique a une seule composante

En général, on peut décrire 1’état un atome faisant partie d’un gaz parfait classique et monoatomique
en cinq volets: Son degré d’excitation électronique, ses état de translation, rotation et vibration, puis
enfin le degré d’excitation de son noyau. On peut alors associer a chacun de ces phénomenes un hamil-
tonien le décrivant, puis relier celui-ci a des fonctions de partition respectives. Dans 1’approximation
ou cest phénomenes n’interagissent aucunement entre eux, les hamiltoniens sont additifs et on en tire
immédiatement (, la fonction de partition totale pour une seule particule du systeme:

C = CeCtCergn

ou les (; décrivent respectivement les phénomenes énumérés plus haut.

On peut évaluer (; en approximant le cas présent avec le probleme de mécanique quantique d’une
particule dans un puits tridimensionnel de volume V/, celui de notre systeme. On trouvera:

Vv

G=13

Pour ce faire, on aura dii déterminer la densité d’états par unité de volume dans un intervalle d’impulsion
entre p et p + dp:

Vo )
9(p)dp = zdmp°dp,  d’ol
&tV 3/2
g(€)de = ——m>*\/ede (1.5)
(e = 2
ou € représente 1’énergie de la particule. Cette quantité ne dépend pas de sa position z, étant donné qu’on
se trouve dans 1’approximation du gaz parfait. Elle est reliée a 1’aire d’une coquille tri-dimensionelle
dans les trois directions possibles pour I’impulsion, dans 1’espace de phase de la particule.
La fonction de partition électronique (. pourra étre évaluée avec le probleme quantique d’un potentiel
central (comme I’atome d’hydrogene dans 1’état le plus simple). Ici, on utilisera simplement la définition
de la fonction de partition astrophysique pour écrire:
Ce = 36_561
Si on fait I’approximation que notre gaz ne fait pas intervenir des phénomenes extrémement énergétiques,
on peut considérer le noyau atomique comme €tant dans son état fondamental, puis écrire simplement:

(=25, +1

ou .S, représente le spin nucléaire de la particule.
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On en tire la fonction de partition du systeme, ainsi que ses propriétés thermodynamiques:
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1.4.2 Gaz monoatomique a plusieurs composantes

On suppose qu’un gaz est composé de plusieurs types de particules qui puissent réagir ensemble via une
équation chimique. En général, on peut écrire une telle équation de la fagon suivante:

> vA;=0, do: (1.6)
J
> vdN; =0 (1.7)
J
ol les v; sont les coefficients stochastiques de la réaction chimique et A; les noms des especes chim-
iques. Or, la condition d’un équilibre chimique est que I’énergie libre de Helmholtz atteinge un mini-

mum partout dans I’ensemble, ce qui implique d/’ = 0. Dans le cas qui nous intéresse, ol la température
du systeme et le volume sont constants, ceci implique:

Z ,lede = 0
J
Cependant, les d/V; sont reliés entre eux via 1’équation chimique (1.6). On a donc:
D vty =0
J

De cette équation, avec la définition du potentiel chimique pour chaque composante d’un gaz parfait
monoatomique, non dégénéré et non relativiste:
_ PN}, VT

7 ON;

{Niz; },V,T

on en tire I’équation de Saha:

Nz+1Ne _ 5Z+136V QWmekT i e—XO/k’T
N 3 h2
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1.4.3 Gaz d’hydrogene partiellement ionisé

Pour alléger la notation, 0 fait référence a I’hydrogene neutre, + a celui ionisé et — aux électrons. Pour
un tel cas, on a que:

53— =2
do=2
3+ =1

mo =My > m_
et on pose les variables suivantes:

N=Ny+ N, +N_

NH:N0+N+
N,

Y=~ T~

Ny + No

On peut donc en tirer les quantités thermodynamiques:
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1.4.4 Gaz diatomique a une seule composante

Dans ce cas, la fonctions de partition de translation pour une particule sera la méme que dans le cas
monoatomique. Par contre, on doit cette fois considérer les degrés de liberté de rotation et de vibration.
Pour alléger les calculs, on négligera ici la structure atomique, ce qui revient a une renormalisation de
I’énergie du systeme. On a la fonction de partition d’excitation électronique pour une molécule:

Ce ~ gleﬁeD

ou €, est I’énergie potentielle d’interaction entre les deux atomes a leur distance d’équilibre .. Soit ¢
I’énergie de dissociation des noyaux, on a que:

1
EID:€D+§FLW

Ici, v est la constante de Planck réduite et w représente la fréquence d’oscillation des atomes autour de
leur point d’équilibre. On peut la relier a la constante de rappel « associée a leur interaction:

w= i, avec: (1.8)
ILL*
A2V (r)
H:—dﬂ . (1.9)

Suivant le modele du rotateur rigide, on peut trouver une expression pour la fonction de partition de
rotation d’une seule molécule:

21

Q’Z%

ou o = 1 si les deux noyaux sont différents et o = 0 sinon. / est le moment cinétique de la molécule:
I =ur,

et u* est le ma masse réduite des deux atomes:

mimes

K=

Ensuite, avec le modele de I’oscillateur harmonique valide a faibles amplitudes, on trouve la fonction
de partition de vibration pour une molécule:

efﬁfu.u/Z

VT ] e Bhw
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On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz:
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1.4.5 Gaz parfait de Bose-Einstein

Lorsqu’un gaz parfait constitué de bosons devient assez dense ou assez froid pour que la longueur d’onde
de de Broglie associé a ses particules ne soit plus négligeable face a la distance interatomique moyenne,
il se produit des interactions dites statistiques entre les fonctions d’ondes de celles-ci, donnant lieu a des
phénomenes de nature quantique, pouvant se répercuter a 1’échelle macroscopique. On dit alors que le
gaz est dégénéré. De plus, si les particules qui le composent sont des bosons, on I’appelle alors un gaz
de Bose-Einstein. On remarque qu’ici on fait toujours 1’approximation du gaz parfait, ce qui n’est pas
en contradiction avec le fait qu’il soit dégénéré.

Le fait que les bosons soient des particules dont le spin est entier implique, via la mécanique quantique,
que leurs fonctions d’onde soient nécessairement symétriques. Cela implique alors qu’un nombre il-
limité de bosons peuvent en principe se trouver dans le méme état d’excitation, sans violer aucune loi
de la mécanique quantique. On peut donc écrire la grande fonction de partition d’un tel systeme avec
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I’équation (1.3), avec n,, — oo, d’ou on tire:
d 1
2=y
r=1

ou « est le parametre de dégénérescence. On peut alors en tirer la fonction de partition ainsi que la
contrainte sur le nombre total de particules, exprimés sous une forme paramétrique:

InZ =aN — Z g(e)In (1 — e~ Fr)

r=1

()
N — Z; eoﬁ»ﬁﬁr _ 1

ce qui devient, avec 1’approximation du continu:

InZ =aN — / In (1 — 6371'17‘3()_(](6) de
0
N = / 0(76)(16
Jo

()/(,Hrﬂc,‘ -1

Notons que dans toute la section 1.4.5, on fera I’approximation que le Hamiltonien du systeme est
dominé par celui décrivant la translation des particules.

1.4.6 Cas non relativiste et arbitrairement dégénéré

Ici on pourra exprimer g(¢)de avec 1’équation (1.5) pour obtenir:

v
InZ =aN + Egg)/z(a)

N-—-N 1
= 33 82(0) (1.10)

ou /V; est le nombre de particules dans 1’état fondamental:

N, =
1= e

et g, («) est la fonction spéciale de Bose-Einstein:

. Y 1 o] xnfl
ga(e) = Lin(e™) =505 | ey do

ou I'(n) est la fonction gamma d’Euler et Li, (x) la fonction polylogarithme. La fonction spéciale de
Bose-Einstein possede aussi cets propriétés:

aagan = —g, 1(a)
8.(0) = ¢(n)

10
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ou ((n) est la fonction zeta de Riemann. On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz de Bose-
Einstein arbitrairement dégénéré:

F = —aNkT — VA—I? g5 /5(a) H= ;L;T 85/2()

G = —aNkT = —akT

P o 1= e (st + )

S =aNk+ 2V>];T g5/2() = ;;Z:jjgz; (&/2(&)4-%) - 23T
U= ;V;T 8s5/2(a) Cv = i&f (58‘3/2((” B 5:?7%)

Pour calculer Cy et Cp avec les dépendances U = U(«,V,T), P = P(a,T), N = N(a,V,T) et
H = H(«a, V,T), on s’est servi de transformations Jacobiennes pour obtenir:

-1
! or a,V da TV or o,V da v
—1

OH oOH ON

ON|pp OV | \ OV [,

oH oP| \ ' [oH OH| ON

OP |y,  \Oal, oa |y - ON PT dov V,T
oo OH| ON oH| oP
P e av ON|pp 0T |, OP|y,p0T]|,

On peut définir f la fugacité du systeme, donnée par:
f=em
On peut donc écrire:

L

M= 155
)=

2.(f) = g,(a

1 [e’e] an_l
T(n) / a1

On peut aussi réécrire I’équation (1.10) en utilisant la définition de la fugacité et de Ny:

N oA
& = 8splf)+ TV

11
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On peut voir que dans le cas de I’approximation continue, A*> < V et alors le deuxiéme terme de cette
expression tendra vers une distribution delta de Dirac centrée a f = 1. Ainsi, a moins d’étre en présence
d’un systeme tres fortement dégénéré, on pourra négliger le deuxieéme terme et tirer directement la
valeur de la fugacité (et donc du parametre de dégénérescence) avec des tables de valeurs pour gy /2( f)
(ou avec Wolfram Alpha) en connaissant NA3/V. Cependant, dans le cas ol on ne peut négliger le
deuxieme terme, on devra aussi connaitre la valeur de \*/V pour notre systeme et résoudre I’équation
complete (ici Wolfram Alpha ou Mathematica sera de mise). Une fois le parametre de dégénérescence
connu, on pourra en tirer les propriétés thermodynamiques du systeme a I’aide des expressions ci-haut.

1.4.7 Cas non relativiste et faiblement dégénéré
Dans un tel cas,onaque N > Ny, a > letf ~ (0. On adonc:

N 1
v = b g3/2(a)

Or, on peut écrire g, (o) avec sa série de Taylor:

S e—al
g (o) =) n
=1

Celle-ci convergant avec une rapidité proportionnelle a la valeur de o. Dans notre cas, elle convergera
donc tres rapidement et on n’aura qu’a en conserver quelques termes pour représenter de fagcon approx-
imative la fonction spéciale de Bose-Einstein. En se servant des deux dernieres expressions, on peut
inverser la série de Taylor de g3, (cv) et en conserver les quelques premiers termes, pour en arriver a une
expression du parametre de dégénérescence o

| < v > W LY ( 1 1> <m3>2 <1+ 5 5 ) (m‘ﬂ):
a = 1In — | —1n — — — - Ea— |3 } - - ;
NA? 2v2 V 3v3 4 V 8 16v2 6v6 %

On peut alors évaluer d’autres indices de g, («) a leur tour avec leur série de Taylor. Nous avons donc :

= s (V) () (%) < G ae) (7)
(% p a) = - : . - - . s s o m J . e
81/2 V 9 ﬂ V 3\/§ 4 V 8 16 \@ 3\@ V

1 2 ) <A\')\3>2+ < 1 5 N 3) (A\'/\:s)‘ﬂ+
8 9v3/\V 26 32v2  32)\ V
8 A

(@) N3 L8 (A‘X‘) . ( 3 : ) <A\' 3>2+< 25 15 15> <A\‘X‘>“+
g70\0) = —— I P = = —
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Ceci nous permettant d’écrire les propriétés thermodynamiques du systeme (on conserve ici seulement
les deux premiers ordres):
o )

« 1 NX
F = —NkT <a+g5/2( >> — _NkT (1———A—

N3 1 (N)\3>2

g3/2(0z) 432 V V _2\/§ Vv
N3 1 /N2
G = NET1 — 4.
My 2\/§< v )

14 g3/2(oz) 14 442\ V

oY 1 NX3 N3 1 /NX\?
S:anggf’/Q():Nk<§<1———)—1n _ < >

V

5 g52(a 31 <5 5 )(N)\3> 15 (Z\')\3>2
0= — Lola) + 1 —=—|1+(=+ +
2T gy o (cv) (81/2(0) +1) o7 T 2 82 % 8v2 \ V
: _‘5f0¢' 3845(at) ] : 1 N3
Cyv — SNk |8 plo)  38p0)| 3y, <1+ — <A> +>
2 _gz/z(@) 2 gl/Q(“’) ] 2 42 4
= i e 20. (o T = 1 N 3
Cr— 2 Ni 852()  3832(a) _ 5Nk <1+ ( A >+ )
2 g:z/z(“’) 2 %1/2(“) ] 2 42 4

1.4.8 Cas non relativiste et fortement dégénéré

Dans le cas ou la dégénérescence est forte, on aque Ny =~ N, a =~ 0 et f &~ 1. On a donc que le nombre
d’atomes excités est:

V
Ne=N—-N; = ﬁgém(f)

et a la limite ou le gaz est completement dégénéré, on aura:

V V v
Ne,mam = Fg}vz(l) = EC(S/Q) ~ 2612%

Ainsi, on voit qu’a cette limite il existe un nombre fini de places dans les états excités. Si on ajoute
alors trop de particules au systeme, c’est seulement le niveau fondamental qui se peuplera de plus en

13
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plus: C’est ce que ’on appelle la condensation de Bose-Einstein. Etant donné qu’une grande majorité
des particules du systéme se trouvent dans le méme état, leurs fonctions d’onde quantiques deviennent
cohérentes entre elles, ce qui fait que des propriétés de nature quantique peuvent survenir a 1’échelle
macroscopique. Le phénomene de superfluidité est lui-méme di a une condensation de Bose-Einstein
dans un systeme a I’état liquide. Si on revient en arriere pour identifier la cause physique de ce com-
portement, on se rend compte qu’il est une conséquence directe du fait que la fonction d’onde quantique
d’un boson doit étre symétrique.

On peut définir une température critique 7. en dessous de laquelle la condensation de Bose-Einstein

survient:
9 2/3
T = h N
2mmk \ V((3/2)

On peut alors exprimer différentes quantités en fonction de cette température critique:

T\ 3/2
N,=N (=
()

On en tire les propriétés thermodynamiques d’un condensat de Bose-Einstein :

B k;TV NKT ¢(5/2) (T \**
p=te =" (7)
G=0

B NkTC( 2) (T \?
Pt - <>(i)

_5kV Vil (T
RPN AT (?)

3ETV 3
= — 5 — _
U =55 C0/) = SNKT

SETV

3 o (2)" (o (2

LRV 15 () (TN

Cv =375 ¢0) u!HCWﬂ<R>
25KV 25 C() (TN

CP4X;<”4A%@@<Z>



J.Gagné XIII Mécanique statistique Bible de la physique v1.2

Voici quelques valeurs pour ((n):

~ —1.46035451
/2 2.61237535
~ 1.34148726

I

I Y
~—~~
~— ~— ~—

N
Ut
o
no
-

~ 0.51351245

[\

e NN
—~~
S—

~ —1.78886382

e
—~~
N
no
N—

1.4.9 Processus adiabatique impliquant un gaz de Bose-Einstein non relativiste

Lors d’un processus adiabatique, les parametres thermodynamiques d’un gaz parfait de Bose-Einstein
non relativiste varieront de fagon a garder constantes les quantités suivantes: (A vérifier)

C1 = VT3/2
Cy = PT75/2
C3 = PV5/3

1.4.10 Gaz de photons

On peut traiter un ensemble de photons comme un gaz de particules sans masse, identiques et indiscern-
ables, d’énergie individuelle hv. Etant donné que les équations de Maxwell sont linéaires, les photons
n’interagissent pas entre eux, on pourra donc les traiter strictement comme un gaz parfait. Puisqu’ils
n’ont pas de masse, la longueur d’onde de de Broglie qui leur est associée tendra vers 1’infini, on aura
donc automatiquement un gaz completement dégénéré. De plus, puisque leur spin vaut S = 1, ce sont
des bosons et ils obéiront donc a la statistique de Bose-Einstein. Finalement, leur vitesse étant c, ils
devront étre trait€s comme un gaz ultra-relativiste, dont I’énergie E est reliée a I’impulsion p par:

E =pc=hv

On a vu plus tot que la densité d’états associés a la translation pour une particule dont le spin peut
prendre deux valeurs (ici 1) d’un gaz parfait est donnée par :

V ..
g(p)dp = 73 8rp?dp,  donc ici:
|
g(v)dv = 587r1/ dv

Dans le cas d’un gaz de photons, 1’équilibre ne sera évidemment pas atteint via les interactions interpar-
ticules. La seule facon de I’atteindre sera donc via I’interaction avec une surface matérielle quelconque,
comme par exemple une boite contenant le gaz. Etant donné que le nombre de photons absorbés ou
réémis par la paroi n’est pas contraint par aucune loi (c’est I’énergie qui doit étre conservée, pas le
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nombre de photons), on a alors que le parametre de Lagrange associé a cette contrainte, c’est-a-dire «
le parametre de dégénérescence, est identiquement nul:

a=20

On en tire les propriétés thermodynamiques d’un gaz de photons:

7 — AoVT?/3ck U — 4o VT4
c
167k3 160
N="—""(C3VT? H=—VT*
h3¢c3 ) 3c
4
F=-"2yr =0
3c
C’ == U Ay» = (]
4 .
p=2r §=0
3¢
16 16 5
= 2yrs Cy = 2y
36 C
640, .
Cp = {70-‘/T3
3c
ou o est la constante de Stefan-Boltzmann:
B 2m2 k4
7= 15h3¢c?

1.4.11 Processus adiabatique impliquant un gaz de photons

Un processus adiabatique agissant sur un gaz de photons gardera constantes les quantités suivantes: (A
Vérifier)

Cc1 = VVT‘3
co =PT™4
C3 = PV4/3

1.4.12 Distribution spectrale d’un gaz de photons

On trouve que la densité d’énergie volumique d’un gaz de photons par unité de fréquence est donnée
par:

_ 8mhi? 1
B3 /KT

[

On peut réexprimer celle-ci en termes de longueur d’onde:

8mhc 1
FX = X5 che/T _

On trouve que cette distribution présente un maximum a la fréquence:

kT kT
Vimaz = [34+W(=3e7")] ~ 2.82143937 -~
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ou W(z) est la fonction de Lambert. Etant donné que la relation liant la fréquence de la lumiére a sa
longueur d’onde n’est pas linéaire, on trouve un maximum différent pour la distribution en termes de
fréquences. Celui-ci est donné par:

he 1 o he .
Mgz = — | = ——— | = 0.201405235—, d’ou:
ET |5+ W(—5e?) kT
- kT - T
Vs en = A( = =[5+ W(=5¢")] ~ 4.96511424— # Vi
max l l

Ce résultat présente une particularité intéressante: Un détecteur de lumiere sensible a la longueur d’onde

de la lumiere ne détectera pas la méme couleur qu’un détecteur sensible a sa fréquence. Notre oeil est un
détecteur sensible a la longueur d’onde, tandis que les CCD traditionnels sont sensibles a la fréquence
de la lumiere.

On trouve aussi que cette distribution présente deux régimes bien distincts:

8rhy?
Formule de Wien :  lim p, = oy 3V e~ hw/kT
V—00 C
. . 82
Formule de Rayleigh-Jeans :  lim p, = _Sk;T
v—0 Is:

Le flux radiatif total F en unités d’énergie par surface et par seconde est alors donné par:
F=oT"

On définit alors 7, (0)drdQ2 la quantité d’énergie entre v et v + dv émise par un objet dans un pinceau
d’angle solide df) dans une direction 6, puis a,(6)dE,/dAdt la quantité d’énergie absorbée par unité
de surface et de temps. On en tire la loi de Kirchoff :

J,(0)  2hv3  cos(6)

a,(0) 2 ew/FT 1

1.4.13 Modéele de Debye des solides

Dans cette approche, on étudie le solide en tant qu’un gaz de phonons, qui sont eux-mémes des bosons
de masse nulle. On trouve alors la fonction de partition du systéme:

3N 1

— BN7 .

Z=ce H(l—e—ﬁﬁwr)’ avec:
r=1

13N
—anvo+§;m

ou 7 représente le point zéro d’énergie de vibration d’un phonon, w, est la fréquence associée a un
photon dans 1’état d’excitation 7, « est la constante de rappel associée a la force d’interaction entre les
atomes du solide, m est la masse de ceux-ci et V|, est le potentiel d’interaction entre les particules a leur
distance d’équilibre.

17
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La densité d’états des phonons, si on supposait un milieu continu, est donnée par:

3V,

ge(w)dw = mw dw
32 1
cz Cf o Cf

ou () est la vitesse moyenne du son dans le solide, C} la vitesse des phonons transverses et C; la vitesse
de ceux longitudinaux. L’approximation du modele de Debye consiste alors a traiter la densité d’états
comme ceux d’un milieu continu pour les phonons de fréquence inférieure a une fréquence de coupure
wp, la fréquence de Debye. Au-dessus de cette fréquence, on traitera la densité d’états comme tombant

brusquement a zéro:
dw) sl w<w
g(w) = { 9:() b

0 st w>wp

On choisit alors la fréquence de Debye pour que:

wp
/ ge(w)dw = 3N
0

On en tire:

6 2N 1/3
(s

On définit alors 6 la température de debye:

_RC, (672N
ok %

On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz de phonons:

F=—-Nn+NkT [3ln(1—e/T) =D (0p/T)] p=3kTIn(1—e/T)

G =—-Nn+3NkT In (l — ("79”/1‘) a=—3In (l — (,79”/1)
NET o1
P =—~D(0p/T) 5= >
4 1 0 3
- _ _ e /T PO D
S =4NkD(0p/T) — 3NkIn (1 — e /") =T D@, T) T2 T
d/}n l
, . 59[) 1
H=—-Nn+4NkKT D(0p/T) Cp=4Nk |[4D0p/T) — ———+—
T efp/T —1

En général, —Nn > 3NKT D(0p/T). Aussi, D(z) est la fonction spéciale de Debye:

s 3
D(x) = i/ Y dy
0

3 e¥y —1
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On peut relier celle-ci aux fonctions polylogarithme Li,, (z):

9 18 3z
D(z) =3In(1 —e*) + — Lizg(e”) + — Liy(e*) — — — —
(x) = 3In( e)—i—x 13(€)+x3 iy(e”) i
Elle possede les comportements asymptotiques suivants:
) B 3 1, 1,
lim D(x) = 7T—4 + ie_x (2° + 32° + 62 + 6)
T—00 5x3 a3
ainsi que la propriété suivante:
dD 3 3
——Z—__2D
dx x (z) + e? —1

Ainsi, a la limite des grandes températures | T > 6 |, on trouve:

Cy = 3Nk : Loi de Dulong-Petit

Puis a la limite des faibles températures | 1" < 6p |:

4 3
Cy = 127 Nk (£>

5 05
4t T\?
S=___Nk(—
5 <9D)

1.4.14 Modele d’Einstein des solides

Dans cette approche, on voit plutdt le solide comme un ensemble de 3N oscillateurs harmoniques
indépendants, oscillants tous a la méme fréquence wpg, caractéristique du matériau. La densité d’états
pour cet ensemble oscillateurs sera donc:

g(w) =3N¢§ (w— wg)

ol §(z) est la distribution delta de Dirac. On définit la température d’Einstein comme:

hw
0=
On en tire les propriétés thermodynamiques de cet ensemble:
F=-Nn+3NkTl(1—¢%=/T) o =3kTIn (1 — e ?/T)
3Nk  0Op

S=-3NkIn(1- e_eE/T) — a=-3n(1- 6—9E/T>

9E>2 eeE/T
(

Cy=3Nk| =) ———
v (T e0e/T _ 1)?

Oe/T 1T
3Nhwg

U:—Nn—i——eeE/T_l

— A suivre... —
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1.4.15 Cas ultra-relativiste et arbitrairement dégénéré

—A venir...—

1.4.16 Cas arbitrairement relativiste et arbitrairement dégénéré

Dans ce cas, on devra utiliser la relation relativiste entre 1’énergie cinétique d’une particule et son
impulsion:

€ = \/p2c® + m2c* — mc?

On en tire la fonction de partition et le nombre de particules:

Q

InZ =aN + ;—,/15/2:2((1, 0)

223
VI3
N = 3 Lﬁ/ 1(a,0) + hzja(a, 0)

ou ¢ est un indicateur sans dimension du degré de comportement relativiste et A, (o, ) est une fonc-
tion spéciale:

2
0 - mc
A’ \
1 ST "0 (/e + 1 (m—1/2) ; /,nfl
hn,:m(“-, e) = P / ( /2H ) - ; ! (,1;1'
C(n)I'(m+12) 2 J, eatr — ]
Elle présente les propriétés suivantes:

0/’//1;711 - n "y

80 o2 mtlmod
ahnzm /7/1,:1/1,71

- - *hnfl:m - p

Oa 260

”]’nJrl:m
]'11'771 - L/2 /n‘/n N
U (m + Y2) hpamsa 50

20



J.Gagné XIII Mécanique statistique Bible de la physique v1.2

On peut alors en tirer les propriétés thermodynamiques du systeme:

3VET

F = —aNkKT 5 m hs/2.0(cx, 0)

G = —aNET
3kT

P = 5 /\; }73/22((1 9)

VEk |2

S =aNk+ ; E {Hh(/)l((} 0) 4 hs /2.1 (v, 9)}
3VET

U = {) A3 |:20]){/2 |<(} H) +hr;/2 1((1 9):|
Lk

H = [ v7/2:1(0, ) 4 hs a1 (cv, ())}

O — ji h )/21 }1 X 3 <}I5/z:o - h’/z 1) (99}13/2:1 — hs 5/2;0 + 6]15/2;0)

Ve et 49 7T 1662 NN 4 a0 + T2

3 15 9
Cp=—13 5 h%/m + 2hs />:1> + g}h/m +& | hajoa + hajoo + 20}“’/) 1)+
\

}7:;/2-1 , 2h7 2,1 + Ohs /2.1
h ’ ,ou &= —10- ’
2 ( ‘ + /20 0 > } ol ﬁ 3]15/2:1 + 28}1,3/2:1

On peut aussi exprimer la fonction spéciale h,,.,,,(a, §) en série, valide pour toute valeur d’intérét des
parametres. Ce ne sont donc pas des approximations lorsqu’on conserve tous les termes. Cependant, il
est intéressant de remarquer que peu importe les valeurs des parametres « et 6, les termes de la série
décroissent lorsque n augmente, ce qui rend possible les approximations en conservant un nombre de
termes limité.

\/7_T (29 - —ak 1
P (0, 0) = > Tm+1/2) Zl e U(n,n +m+ 1/2,2k0)

Ou U (a, b, z) est la fonction hypergéometrique confluente de deuxieéme espece.
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On a ces valeurs particulieres:

hl/go a, 6

h3/20 «, 9

h5/2 0(0& 6)

h7/2 0(0[ 9)

hg 2, o(a, 0) =

h1/21 «, 9

h3/2;1 (Oéa 7

h5/2;1<0556)

h7/2;1 (Oéa 9)

hg/g 1(0& 9)

h1/22 «, 9

h3/2 2(0[ 9)

h5/22 «, 9

h7/22 «, 9

h9/2 2(0[ 0)

\/7 f: k(0- a[ ko) — /co(ke)}

93 ek(0—a)
3 T k
k=1

[QkQICO(kG) +(1- le)/cluce)]

4 260 G~ M0

[(5 + 4k0)KC, (k) + (1 — 4k9)/c2(/<;9)]

15
8 295 o ek(@—a)
105 12 {—-8k9(14—k9)K&(k9)4—(3——4k94—8k%p)Kb(k94
k=1

\/72 “a{ k0)+IC1(k0)}

6k(9 )
)=y 2 K1 (k6)
T ; k

. \/E g ek(:a) {/cl(ke) - /cg(ke)l

i\/@ Z k(;a) [QkGICl(kQ) + (3 — zke)lcz(k‘@)}

15 ™

8 260 o~ 0
105 k?

\/72 k(9 @) [ 2 — 3)KC, (k6) + QkHICz(kQ)}
5 v

[ZM (k0)

[keicl k0) + (4 — k&)lcg(ke)]

{(7 + 4k0)ICo(kO) + (3 — 4/«9)/@,@9)]

15

8 203 ek0=e)
105 =
k=1

[21{9/@(169) +(5— le)/cg(k;e)]

ou /C,,(#) est la fonction de Bessel modifiée du deuxieme type et d’ordre n.
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On a donc:

vV o en(@—oz)

N =N+ —
1+ 93 ; . Ko (n0)
VET o~ e
F = —aNkT — N2 KCo(nh)
ET <~ enl0-a)
n=1 /
Vik o en(ﬁfa)
S =aNk+ 45 ; —— | 0K (n6) + (4 — ) Ks(nf)
VET ©0 en,(ﬁ—a)
U="3 > —— | 0K (n0) + (3 — n6) Ka(nh)
n=1 )
LT o n(f—a)
H= VA3 ‘ 5 [n@lCl(nﬁ) + (4 —no) ’C2<7L9):|
n
n=1
Vi | o= et
Cy = el Z . (34 nb) {2 (nf — 1) Ky(nd) + (3 — nb) ICQ(TLG):|
n=1

2n(0—« 2
S, el [n&lCl(nQ) +(3—nb) /Cg(ne)}
e”]\‘f/f/\fi N Zoo em(e_“)ng(mQ)

m=1

1VEk o en,(ﬁ—(y)

Cp=-—
r 4A3ﬂ:1 n?

{477,9 (3 — 2n6 4+ n&) K1 (nd)

+ (48 + 12n(& — 20) + n*(80% — 46¢ + £7)) icg(ne)}

e N2k€2 . 2220:1 eni;a) [ (nf — 4) KCa(nb) — nbK;(nd)
%7 ou - ') -m(0—«
4 Zm:l : (m >]C2(m9>

B D DTl e (L)
a kT o0 en(f—a 2
<Zn:1 ) (jL )K2(n9)>

ou on a défini une longueur d’onde de de Broglie généralisée:

v

h o\ 1/6
AN —— — _
(4rm2ckT)"? A <29)
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1.4.17 Cas arbitrairement relativiste et faiblement dégénéré

Dans le cas faiblement dégénéré (o« > 1), on pourra conserver seulement les premiers termes de la
représentation en série de la fonction h,,.,, (v, §). Si on ne conserve que I’ordre zéro, on obtiendra:

NT v «
N = FGH Ko (6)
p_ N 111

L/

1 (0
S—Nk{a—k—k G

|
U = NkT {H(’ (/ L(w ;

: K,
H=NKT [4+0
{ ( K2(6)

Cy = Nk {3 (1+0) (0 -

|
|
0 (+%em))]

25 Ki(6)  3\°
0> — (6 -
; ( Ka(6) 2)

ﬁ

(A restructurer:) Si on conserve plusieurs ordres, on aura plutot :

=1+

K2(20) [ NA3\  32K,(0)K2(30) — 27K4(20)% [ NA3\?
4IC2(9)2< v )+ 7200, (0)! ( v >

81K5(260)3 — 160/KC5(0)K2(20)K2(360) + 81K4(0)2/Co(46) [ NAR\®
* 1441, (0)° < % )

Note : Les équations en bleu-vert ont été dérivées par I’auteur, elles sont donc a utiliser avec précaution.
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