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Chapter 1
PHY1651 Meécanique classique

1.1 Les trois lois de Newton

1. Sans force extérieure, un corps garde une vitesse constante.

2.

—

F=ma (1.1)

3. forme faible : Principe d’action et réaction : F12 = —ﬁgl
forme forte : Ces forces doivent €tre centrales: F;; = £ F;;7

1.2 Coordonnées polaires

di - dop .
- — l’ _— = — r 1.2
A (12)
T =7 =7 +1¢p = Uaq + Vian (1.3)
a= 7:' = (T’ - TQZBZ)?: + (T¢ + 27“925)92; - C_L}lin + d)centripéte + C_I:angulai're + C_icm'iolis (14)

1.3 Loi de Hooke

La loi de Hooke s’applique a des ressorts de constante de rappel k subissant de petits déplacements de
leur position d’équilibre :

F = kA7 (1.5)

W= \/E (1.6)
m

Leur fréquence angulaire est alors :
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1.4 Résistance de Pair

Foiw = —{BDv + vD*v*}0 (1.7)

ou D est le diametre de la section normale a la vitesse de 1’objet. La force qui dépend linéairement
de la vitesse est due a la viscosité de ’air et celle a dépendance quadratique est due a la compression
d’une section d’air a I’avant de I’objet. Pour une sphere a STP, on a les parametres 3 = 1.6 - 10*4;\773 et
v =0.250%,

1.5 Moment angulaire

Moment cinétique :

L=7Fxp (1.8)
Moment de force :
F=L=FxF (1.9)
1.6 Energie
Energie cinétique :
1
T = §mv2 (1.10)

Energie potentielle gravitationnelle :
am

Energie potentielle d’un ressort suivant la loi de Hooke :
1 2
T = ikA:c (1.12)

Liens entre forces et énergie en 1’absence de forces non-conservatives :

2
ar _ g 5 AT:/ﬁ-dF (1.13)
dt )

W =—-AU W = AT By =T+ U (1.14)

Une force conservative est dérivée d’un potentiel :

—

F=_VU (1.15)

1.7 Equilibre dans un potentiel

Un corps est en équilibre lorsqu’il se trouve a une configuration correspondant a un extremum du po-

tentiel. Si ¢’est un minimum: %qu > 0 et I’équilibre est dit stable. Si ¢’est un maximum, %qu < Oet

c’est un équilibre instable.

13
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1.8 Formalisme de Lagrange

L’équation d’Euler-Lagrange permet de trouver, pour une intégrale de la forme 7 = fmxf fla1,q2,- -, qn, x)dx
0
ou les fonctions ¢; dépendent d’un seul parametre x, les fonctions pour lesquelles Z est extrémale :

of dof ,_ da;

A ) [ — 1.16
Jq; dz 0q, o %= (1.16)
De cette équation, on peut appliquer le principe de Hamilton en minimisant I’action :
tr
I:/ ‘C(q17QZ7"‘JQH7t)dt (117)
t

0

ou £ =T — U est le lagrangien qui dépend des coordonnées généralisées ¢;(t). Ainsi, les équations de
Lagrange permettent de trouver les équations du mouvement pour chaque coordonnée généralisée :

oL doL
- —— = (1.18)
dq;  dt dg;
1.9 Corps en orbite
La distance  d’un corps en orbite autour de son étoile suit la relation
() = (1.19)
r(¢) = :
1+ ecoso
ou ¢ est ’anomalie réelle, € est I’eccentricité et c est la constante :
L? M
c=— on vy=GMm et u%m— car m <M (1.20)
T M

v est appelée la constante de force et ;4 la masse réduite. L est le moment angulaire du corps en orbite,
m est sa masse et M est la masse de 1’étoile.
Pour une orbite fermée, le périapsis 7,,;, et I’apoapsis 7,4, sont donnés par :

c c

= et Tmaz =
1+e€ 1—c¢€

(1.21)

T'min

Le mouvement du corps en orbite décrit alors une ellipse selon 1’équation (1.22) dont 1I’étoile se trouve
a ’un des foyers :

v Yo (1.22)

Avec :

C c
a =

= t d
- Vel ©

ae (1.23)

1.10 Référentiel inertiel

Un référentiel inertiel garde une vitesse constante et n’est pas en rotation.

14
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1.11 Référentiel non inertiel

Dans un tel référentiel subissant une accélération quelconque, un observateur se trouvant au repos par
rapport a celui-ci aura I’'impression que ce sont tous les objets qui lui apparaissent au repos qui subissent
une accélération inverse. C’est pourquoi on introduit les forces virtuelles (aussi appelées forces iner-
tielles) pour traiter le probleme comme s’il faisait partie d’un référentiel inertiel. Dans un référentiel
sans rotation subissant une accélération /T, alors cette force virtuelle s’écrit :

F, =-mA (1.24)

1.12 Référentiel en rotation

Soient ¢; des coordonnées faisant partie d’un référentiel inertiel dont les axes pointent dans les directions
7);. Ces directions sont constantes dans le temps, alors on peut écrire :

P=Yah = 2 - > g (1.25)

Considérons maintenant un référentiel en rotation S, selon lequel les directions 7); varient dans le temps.
Du point de vue d’un observateur dans ce référentiel, on aura que :

@Zi)& — i x O (1.26)

ou 2 est la vitesse angulaire du référentiel S,.. Ainsi,

(). = XalG), azn

etpar (1.26) on a:

S () =l < ) = Y aui x =7 x (1.28)

7

Avec (1.27) on peut alors réécrire la deuxieme loi de Newton :

A7 -
F=m— =mr

i +2mrF x G+ m(Q x 7) x O (1.29)

dans le cas ot §) est constante dans le temps. On a alors introduit deux forces virtuelles: La force de
Coriolis et la force centrifuge :

— . —

Feoriolis = 2mr x §Q (1.30)

—

Fcentrifuge = m(ﬁ X 7?) X Q (131)
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1.13 Rotation de corps rigides

La position du centre de masse d’un objet est donnée par :

_ 1
Rey =57 /V Fdm (1.32)

ol M est la masse totale de 1’objet. Soit p(7) sa densité de masse a un point 7 et d7 un élément de
volume, alors :

dm = p(r)dr (1.33)
L’impulsion totale de 1’objet est alors
P= [ dj= / Fdm = — | 7dm = —(MR,,,) = MR_,, = P,,, (1.34)
v v v d
Alors, par la deuxieme loi de Newton :
Fipe = MR, (1.35)

On peut donc écrire le moment angulaire :

E:/Fx dﬁ:/Fx dmﬁ:/(fx 7 dm (1.36)
\%4 \% \%4

—

On utilise 7 = R, + 7 ou 7 est la position relative au centre de masse et on trouve :

=

L=R.,xP, + / (7' x 7")dm (1.37)
\%4

ce qui représente la somme du moment angulaire du centre de masse avec celui par rapport au centre de
masse. On peut obtenir de facon similaire une expression pour 1’énergie cinétique :

1. = 1 :
T = §MRiM + 5/ 7 2dm (1.38)
|4

Dans un objet rigide, le deuxieme terme ne peut €tre di qu’a une rotation, ainsi :

au
— = 1.3
=0 (1.39)

Dans un assemblage de particules en rotation dont le centre de masse est au repos, on a :

dR . : :
%:o;»[,:za:{fa X Malat 00 Ta=& X7y (1.40)

On a placé le centre de masse a I’origine tel que 7 = 7”7 et le corps tourne a une vitesse angulaire &

constante. On a donc : .
L= {Fa x (@ x Fa)ma} (1.41)

o
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qu’on transforme par I’identité :

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1.42)
pour obtenir :
E:Zma{rgﬁ—fa(@w)} (1.43)
Dans le cas en trois dimensions, on a alors :
120 — (P &) = (22 4+ Y2 + 22)B — T Taws + Yoy + Zaws) (1.44)
d’ou:
L=>" ma{ (22 + 42 + 22)ws — T (Tas + Yoty + Zawz)} T+
(a:i + 92 + 22)wy — Yo Taws + Yawy + zawz)] g + (1.45)
(ZL‘Z + 92 + 22w, — 2a(TaWs + Yawy + Zawz)} 2}
et donc :

L= Z ma{ (yfY + zi)wgg — ToYaWy — TaZoW; |T  +

_(gjgc + Zi)wy — TalYaWg — yazawz_ ) + (146)

[/ 2 2 12
(25, + Yo )Wz — TaZaWs — YaZaWy z}

On peut écrire les coefficients de cette équation sous la force tensorielle :

Z MaCaij = Iij (1.47)

et on a alors :

Lac = ]a:acw:v + ]acywy + Iaczwz
Ly = I,w, + Lyywy + 1w, (1.48)
Lx = [zxwx + Izywy + [zzwz

On peut donc former avec I;; un tenseur d’inertie a trois dimensions tel que :

. (yi + Zi) LalYo TaZa
I=> ma| YaTa (#2472  Yaia (1.49)
«a Zalo Zala (.Ii + yi)

On remarque que c’est un tenseur symétrique tel que :

17
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et alors (1.46) devient :

L=1I& (1.51)

L’énergie cinétique de rotation d’un corps solide sera donc :

Tyor = V23" I (1.52)

Par propriété des matrices, le fait que I soit symétrique nous permettra toujours de le diagonaliser pour
n’importe quel corps rigide. Alors :

Tout corps rigide possede trois axes de rotation principaux. (1.53)

Pour trouver ces axes de rotation associ€s aux vecteurs propres &, on utilisera 1’équation aux valeurs
propres :

16 =\& (1.54)
qui requiert que I soit diagonalisée. On peut réexprimer (1.54) ainsi :
det (I — 1) =0 (1.55)

ou 1 est la matrice unitaire. En résolvant ce systeme (voir la section sur 1’algebre linéaire), on pourra
exprimer plus simplement :

L = M@ + Xo@z + g (1.56)
et le tenseur d’inertie devient alors diagonalisé
. A 00
= Zma 0 X O (1.57)
a 0 0 A3

1.14 Précession

En présence d’un champ de force, un corps en rotation subira un moment de force :
['=R,, xF (1.58)

CcM

Alors, par (1.9), le moment cinétique variera dans le temps.

1.15 Equations d’Euler

Par conservation du moment angulaire, on a que :
dL

| —— 15
7 (1.59)

Pour un corps rigide en rotation, avec 1’équation (1.37), on trouve :
T = Linterne + & X L (1.60)

En résolvant I’équation aux valeurs propres, on peut en déduire les équations d’Euler :

't = Mwy — (A2 — A3)waws
[y = Awy — (A3 — Ap)wswy (L.el)
['s = Azws — ()\1 - )\2)wlw2

18
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1.16 Tenseurs d’inertie

Dans le cas d’un corps solide continu de densité uniforme p qui effectue une rotation autour d’un de ses
axes principaux, on peut exprimer la composante du tenseur d’inertie associée comme :

I :p/ ridr (1.62)
Vol

ou r; est la distance par rapport a 1’axe de rotation principal ¢.

1.16.1 Liste de tenseurs d’inertie

i Cylindre d’Epaisseur Infinitésimale: I, = M R?

Cylindre Epais: I, = 1/2M(R3 + R)I, = I, =
112M[3(R% + R?) + h?]

6 Cylindre Plein: I, =12MR?* [, =1,=112M(3R*+ h?)

Disque Plein: I, =12MR?* I,=1I,=1/4MR?

R D Anneau Infinitésimal: I, = MR?> I, = I, = 1/2]\4R2

19
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©

Sphére Pleine:  I; = 2/5M R*

Coquille Infinitésimale:  I; = 2/3M R*

Céone Plein: I, = 3/itMR* I, = I, =
3/5M (Y/aR* + h?)

& Prisme Solide: I, = 1/12M (b* + ¢?)

Plan infinitésimal: I, = 1/12M (a® + V?)

Bdton Mince:  I.eptre = /12M L?

I = Mzn 1HPn+1><PnH( n+1+Pn+1 Pn+P )
6 Son P X Poll

Polygone a N Cotés:

20
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1.16.2 Théoreéme des Axes Paralleles

I=1, +Md

- fom

1.16.3 Objets symétriques sous rotations

Pour un objet symétrique sur une rotation autour d’un axe z, on a que :

L=I,=1L+<z2>=<12(2* +¢°) + 2* > (1.63)
ou
< flary,2) >= / oz, y, 2) f(z,y, 2)dr (1.64)
Vv
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Chapter 2
MAT1400 Calcul 1

2.1 Points critiques

Les points critiques d’une fonction a plusieurs variables surviennent lorsque :

V=0 2.1

Pour en savoir plus sur le point critique en question, on effectue les tests suivants au point critique
(@e, ye) :

fo(ze,ye) = fy(xe, ye) # 0 = On n’a pas d’extremum. 2.2)
ou on a utilisé la notation
_ 8f($7 yc)
folrere) = 215
e (2.3)
0*f(z,y)

f:py(xc; yc) = (9x8y

T=Tc,Y=Yc

Si (2.2) est faux, on effectue le prochain test :

ffy (e, Ye) = faz(Tes Ye) fyy(Tes Ye) > 0 = On a un point de selle. 2.4)

Si c’est faux, on effectue le prochain test :

foe(Te, ye) < 0 = On a un maximum.
Joz(Ze,ye) > 0 = On a un minimum. (2.5)

foz(Ze, ye) = 0 = On ne peut rien conclure.

2.2 Optimisation de Lagrange

Soit f(x,y) une fonction quelconque et g(z, y) = C une contrainte représentée par une courbe de niveau
dans le plan x,y. Si on cherche les extremums de f respectant la contrainte g, on cherche les points ol
la regle de Lagrange est respectée :

Vf=AVyg (2.6)
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ol \ est une constante. On sait que ﬁg pointera toujours en direction perpendiculaire a la courbe de
niveau g(x,y) = C, alors (2.6) revient a chercher les points o la direction du déplacement le long de
g est perpendiculaire au gradient de f, qui lui-méme pointe la direction d’augmentation maximale de f.
Tout ceci revient alors a rechercher les points ou f est stationnaire sur la courbe de contrainte, ce qui est
la définition d’un extremum. On peut résoudre (2.6) soit en calculant les deux gradients explicitement,
ou en calculant le lagrangien :

L= f(z,y) = Alg(z,y) = C] 2.7)
Puis en cherchant le point stationnaire tels que :
oL oL oL
R 2.
or Oy 0O\ 0 28)

2.3 Valeur moyenne d’une fonction

La valeur moyenne d’une fonction f dans un intervalle R est définie comme :

_ fdA
= Js 7 (2.9)
Jr
C’est simplement une version continue de la forme habituelle pour calculer une valeur moyenne.
2.4 Centre de masse d’un corps continu
Le centre de masse d’une section W sera donné par :
. 1 .
Tem = M W?“p(l',y,Z)dT (2.10)
ou M est la masse totale de 1’objet :
M = / p(x,y, z)dr (2.11)
W

2.5 Changement de systeme de coordonnées et jacobien

Pour passer d’un systeme de coordonnées a3, a un autre u,v,w, on utilise des équations de la forme :

a= f(u,v,w)
B =gy, v,w) (2.12)
v = h(p,v,w)

Alors, on peut déterminer le jacobien 7 défini par :

\dadBdy = J - dpdvdw | (2.13)
a I’aide de I’équation suivante :
(. B, a, Qo
7= |ReB) g 5, g, (2.14)
N, v,w)
T T Vo
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2.6 Convergence d’une série

2.6.1 Critere de ’intégrale

Soient C' > 0 et f(x) une fonction positive et décroissante, alors si a,, = f(n) Vn > C, alors

o0

Si / f(z)dz converge, Zan converge aussi.
’ " (2.15)

Si / f(z)dx diverge, Zan diverge aussi.

2.6.2 Critere de comparaison

Soient deux suites a,, et b, telles que 0 < a,, < b, Vn > N, un entier fini. Alors :

[e.e]

[e.e]
Si E b, converge, E a, converge aussi.
n

- - (2.16)
Si Z a, diverge, Z b, diverge aussi.
2.6.3 Convergence des valeurs absolues
Si Z la,| converge, Z a, converge aussi. 2.17)
2.6.4 Critere de d’Alembert
Soit une suite a,,. On calcule :
L = lannl (2.18)
||
Alors, on a que :
SiL <1, Zan converge.
> 2.19
SiL>1, Zan diverge. ( )
Si L = 1, On ne peut rien conclure par ce test.
2.6.5 Critere de Leibniz
Soit une suite décroissante telle que 0 < a,,.1 < a, Vn. Alors :
Si  lim a, =0, Z(—l)"‘lan converge. (2.20)
n=1
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2.6.6 Rayon de convergence d’une série

Soit une série de la forme >~ ja, = > .~ ¢,(z — b)". On calcule alors :

D— lim 1l (2.21)

puis on peut déterminer le rayon de convergence de la série selon les criteres suivants :

Si D—oo, alors R=0.
Si D=0, alors R — oc. (2.22)
Si D=klx—a|, alors R=1k

2.7 Série de Taylor

On peut décrire une fonction f(x) autour de x=a avec une série de polyndomes infinis appelée série de
Taylor :

fla)y=>" f"(a) 53 —a)” (2.23)

Si on développe autour de x=0, elle est alors appelée une série de Maclaurin.
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Chapter 3

MAT1410 Calcul 2

3.1 Paramétrisation de courbes

Exemples :

e Cercle :

¢ Droite :

e Plan:

e Hélice :

* Ellipse :

2

(x — x0)2 + (y — yo)2 =a = 7(t) = (acost + x,)& + (asint + y,)y

7(t) = (at + x,)T + (bt +y,)§ + (ct + 2,)2
(s, 1) = T + si + i

7(t) = (acost)T + (bsint)y + t2

7(t) = (acost)z + (bsint)y

3.2 Longueur d’un arc sur une courbe paramétrée

dr(t)
dt

2]
Ltl —ty — /
t1

|«

3.3 Aire d’une surface paramétrée

or or
_X_

95 < 1 ds dt

An= |
R

ou R est la région de variation des parametres s et £.
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3.4 Plan tangent a une surface de niveau

Si f(z,y) est une fonction différentiable au point (a,b), alors I’équation du plan tangent a la surface
z = f(z,y) est donné par :

z = f(a,b) + fu(a,b) - (x —a) + f,(a,b) - (y —b) (3.8)

Alors, dans les petits déplacements Az = (x — a) et Ay = (y — b), on a une bonne approximation de
la valeur de z. Dans la limite des déplacements infinitésimaux, on peut alors définir la variation de z au
point (a, b) avec :

_ 0f(z,b)

Dans le cas plus général, on peut réécrire :

df =V f-dr (3.10)

3.5 Gradient V f

Propriétés géométriques : Si f est différentiable au point (a, b) et VS (a,b) # 0, alors :
1. La direction de V f(a, b) :

* pointe dans la direction de croissance

* est perpendiculaire a la courbe de niveau passant en ce point. maximale de la fonction en ce
point.

2. Lanorme de V f(a,b) :

 correspond au taux de variation maximal de la fonction en ce point.

* est d’une grandeur inversement proportionnelle a 1I’espacement entre les courbes de niveau
en ce point.

3.6 Dérivée directionnelle

Pour une fonction a trois variables f(z, y, z), la dérivée dans la direction du vecteur unitaire 7 est donnée
par:
fala,b,c) = fola,b,c)i - + fy(a,b,c)n-y+ f.(a,b,c)n- 2 (3.11)

De fagon plus générale, on peut écrire :

fa=Vf-n (3.12)

3.7 Dérivée du second ordre

Pour des dérivées partielles, on a toujours 1’égalité suivante :

0 (Of(x,y)\ 0 (0f(x,y)
8_y< Ox )_%( dy ) G139
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3.8 Dérivée en chaine

Pour dériver une fonction dont les variables sont elles-mémes fonction d’autres variables, on procede de
la fagon suivante :

1. On trace un schéma d’inter-dépendance des variables

2. Pour dériver f par rapport a une variable a, pour chaque section de branche sur tout le chemin
reliant f a a dans le schéma d’interdépendance, on multiplie par une dérivée correspondant a
la branche en question, puis on additionne ensuite de fagcon semblable tous les autres chemins
possibles.

N 4N Ak

Exemple: Soient les fonctions z = z(z, — ~/*). Le schéma d’inter-dépendance sera :

z 02

{R dy
dt dt
t

et pour dériver z par rapport a ¢, on utilisera alors :

£

Y

dz Ozdxr 0Ozdy
sz 27 14
dt  ozdt = oydt G-19
3.9 Polynome de Taylor d’une fonction a deux variables
Le polynéme de Taylor d’une fonction f(x,y) autour du point (a, b) est donné par :
SN o™ f(x,b) 0" f(a,y)
=) = o — a2 —b)™ 1
fla.y) Z:; ~ mZ:%Cm gorm |, O | WY (3.15)

ou C est le coefficient de 1’expansion binomiale (voir 17.12). Si on développe les deux premiers
degrés, on obtient :

f(@,y) #f(a,b) + fola, b)(z — a) + fy(a, b)(y — b) + /2fus(a, b)(z — a)*+

(3.16)
fay(a,b)(z — a)(y — b) + Y/2fy, (0, b)(y — b)°
3.10 Intégrale curviligne
Pour une courbe paramétrée (¢), on a que :
r(t; + At) — 7(t; _,,
A7y =7t + At) — 7(t;) = AUR Ai i) At =7 (1) At (3.17)
En prenant At — dt,on a:
. 3 dr
/F dF = /F[F(t)] : d—:;dt (3.18)
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3.11 Théoreme fondamental des intégrales curvilignes

b
/ Vf-di'= f(b) - f(a) (3.19)

3.12 Champ vectoriel conservatif

Si un champ vectoriel F' est conservatif, alors on a que :

6xﬁ=o@ﬁ:ﬁ¢@§£ﬁ-dﬁ=0 (3.20)
C

ou ¢ est appelé le potentiel de F.

3.13 Théoreme de Green-Riemann

Pour un champ vectoriel  deux variables F'(z,y), ona:

/ﬁ-dfz/(@—%)dxdy (3.21)
C s\ Oz dy

C’est une version moins générale du théoreme de Stokes.

3.14 Intégrale de flux

Soit une surface de niveau z = f(z,y) Un point sur celle-ci est donné par ¥ = z& + yy + f(z,y)Z Or,
I’aire projetée par celle-ci sur le plan x o y est donnée par :

A= (DT As) « @Ay (3.22)
ox oy
AA = (—fod — [, + 2)AzAy (3.23)

On peut donc en tirer I’intégrale de flux a travers la surface z = f(x,y):

/5 F.dA= / Fla,y, f(@,y)] - (—fof — fy0 + 2)dz dy (3.24)
w

Pour une surface paramétrée 77 = (s, t), on a :

- ar  or
dA = | — X — 3.25
(83 8 (375) (3:25)
et alors I’intégrale de flux a travers W, I’espace de variation des parametres s et ¢ est :
o - or  or
/F - dA :/ Fl(s, t)] (l X l)ds dt (3.26)
S %% 0s ot
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3.15 Différenciation d’un champ vectoriel

3.15.1 Divergence V.- F

Définition géométrique :

— — F'dA‘
V~F:limfs—
V—0

(3.27)

ol V est le volume inclus dans la surface S et dA un élément d’aire infinitésimal de celle-ci. Définition
algébrique :
oF, 0F, OF,

V- F = 3.28
v ox * oy * 0z (3.28)
Théoreme de la divergence :
yﬁﬁ-dﬁ:/ﬁ-ﬁm (3.29)
S v
3.15.2 Rotationnel V x F
Définition géométrique :
S F-dr
(Vx F)-fa=lim Jet-dr (3.30)

A—0
ou A est I’aire sous-tendue par la courbe C' et dr” un élément infinitésimal de cette courbe. Définition
algébrique :
V x F= (3.31)

yéﬁ.df:/s(ﬁxﬁ)-dﬁ (3.32)

3.15.3 Dérivée seconde d’un champ vectoriel

@'ﬁ@®@>
@@N)

Théoreme de Stokes :

V x V¢ =0 (3.33)
V- (VxA)=0 (3.34)

3.16 Equations différentielles ordinaires

On a une seule variable indépendante 3y = f(z, y)

» Forme homogene y' + ay = 0, résoluble par :
@ Séparation des variables

* Forme linéaire a coefficients homogenes y' 4+ ay = g(x), résoluble par :
@ Facteur intégrant
® Lagrange

 Forme du premier ordre a coefficients variables P(x)y’ + Q(z)y = R(x), résoluble par :
@ Facteur intégrant
® Variation des parametres / Lagrange
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3.17 Meéthodes de résolution

@ Séparation des variables pour |y’ + ay = 0|:

Ona:
d d
—y+ay:0:>—y:—ada:
dx Y
d’ou : )
/—dy:—a/dacilny:—ax—i-C
Y
On trouve alors :
y(z) = Ce

ou C est une constante d’intégration.

@ Facteur intégrant pour |y’ + ay = g(z) |:

On cherche le facteur intégrant () :

d

W)+ ay) = p(olalie) = e (o) = eale) = £ () = egta)

Pour intégrer, on pose une primitive F'(z) au membre de droite :

ey=F(x)+C ou F(z)= / e g(z')dx'

0

On trouve :

ou C est une constante d’intégration.

® Lagrange pour |3/ + ay = g(x)|:

On cherche directement une solution de la forme y(z) = e~ f(x)

y(@) = f@)e —af(e)e

Alors, avec ¢y + ay = g(z),ona:

[f’(:v)e"”‘” = af(x)e"”] +ae”f(z) = g(x) = fl(v)e” ™ = g(x) = f(z) = e*g(x)

On trouve donc :

ou C est une constante d’intégration.

@ Facteur intégrant pour | P(z)y’ + Q(z)y = R(x)|:
On réarrange de la forme :

Qz)  R(x)

Y R T P

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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Posons

Y (@) +a(r)y = g(x) = p(@)ly (v) + a(z)y] = ux)g()

On veut forcer :

p()y' + p(@)a(z)y = W' (2)y + ple)y' = %ﬂj)du(m) = a(z)dz = p(z) = ™

ou|H(z) = / a(z")dz'|. On a alors :

wa)ly' + ax)y] = —[u(x)y]
Ensuite, on utilise la méthode de Lagrange :

% [u(x)y] = w(@)g(z) = plx)y = /: pu(a)g(a")dz’ + C

0

On trouve alors :

y(z) = e [/ 2™ g(z")dx' + (J]

0

ou C est une constante d’intégration.

® Variation des parameétres / Lagrange pour | P(z)y' + Q(z)y = R(z) |:
On réarrange de la forme :

, Q@)  R(z)
TP T P
Posons
~ Q2) R(z)

On trouve la solution a I’équation homogene y;, + a(x)y, = 0 par séparation des variables :

Y = Ceffa(z)dcr:

On cherche ensuite une solution générale de la forme |y = f(z)yy |, d’ou :

F'(@yn + f(@)yp, + alx) f(@)yn = g(x) = f(@)yn + [ ()Y, + alx)yn] = g(2)

et puisque y;, + a(z)y, =0ona:

Fa) = gla) = S L s pa) = [" g

0
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ou|H(x) = / a(x")dz" | Avec y = f(z)yy, on trouve alors :

o) = | [ a0

0

ou C est une constante d’intégration.
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Chapter 4
MAT1600 Algebre linéaire

4.1 L’équation aux valeurs propres

(1)

ou A représente une valeur propre et Z un vecteur propre.

e Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les valeurs sur sa diagonale principale.
e [’ensemble solution des vecteurs propres sera toujours linéairement indépendant.

On peut réécrire cette équation :

(AZ — M)Z =0 4.2)

et cette équation possede au moins une solution non triviale dans la seule condition :

det(AZ — M) =0 (4.3)

On nomme (4.3) I’ équation caractéristique. En 1’ appliquant, on obtient une équation appelée le polynome
caractéristique, une équation linéaire en puissances de A\. On peut alors trouver plusieurs valeurs propres
et I’équation (4.2) permet alors d’y associer leurs vecteurs propres.

4.1.1 Ordre de multiplicité algébrique

C’est le nombre de fois qu’apparaitra une valeur propre dans I’ensemble solution qui déterminera son
ordre de multiplicité algébrique.

e Si A ~ B, alors les solutions 2 I’équation aux valeurs propres de A et B seront les mémes.

e Soit une matrice carrée A d’ordre n (c’est-a-dire de genre (n, n)) dont p valeurs propres sont distinctes.
Alors :

* Pour 1 < k < p, la dimension de [’espace propre relatif a \; est inférieure ou égale a la multi-
plicité algébrique de \y.

» A sera diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de chaque espace propre des
i €gale n. Il faudra aussi, pour chaque g, que sa multiplicité algébrique égale la dimension de
son espace propre relatif.

* Si Aest diagonalisable et (3;, est une base de I’espace propre des A, alors 3y, ..., 3, forme une
base des vecteurs propres dans R".
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4.2 Diagonalisation

Pour diagonaliser A, on cherche une matrice P inversible et une matrice D diagonale, telles que :

A=pPDP! (4.4)
Pour ce faire, on suit les étapes suivantes :

1. On trouve les valeurs propres de A avec I’équation caractéristique (4.3)

2. On trouve ses vecteurs propres avec (4.2). On peut utiliser la matrice augmentée :

(A=) | 0 (4.5)

3. On construit P avec les vecteurs propres Z; :

P=[& & ... @) (4.6)

MO 0
p=|0 N 8 4.7)
0 0 0 X

e Une matrice carrée d’ordre n qui a n valeurs propres est diagonalisable.
e Une matrice hermitienne AT = A aura toujours des valeurs propres réelles (Conséquemment, une
matrice symétrique aussi.) @ Le déterminant d’une matrice diagonalisée est det(A) = [[7, \i

4.3 Equations Isinéaires

e Un systeme d’équations linéaires est un ensemble d’équations linéaires relatives au méme ensemble
de variables, dont chaque équation peut s’écrire sous la forme :

a1r1 + asxs + ...+ apx, = b 4.8)

oua,be CViel,....nouneN

e Un systeme d’équations linéaires a soit :
¢ Aucune solution.
¢ Exactement une solution.

* Une infinité de solutions.
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4.3.1 Définitions matricielles

* Genre (ou format) : Le nombre de lignes et de colonnes d’une matrice, noté (lignes, colonnes).
Pour une matrice carrée de genre (n, n), on dit qu’elle est aussi d’ordre n.

 Matrice identité : Notée 1, c’est une matrice contenant des 1 sur sa diagonale et des 0 partout
ailleurs. Elle est carrée.

* Matrice des coefficients : Elle contient les coefficients des variables indépendantes dans un
systeme d’équations linéaires. Chaque équation correspond a une ligne.

* Matrice augmentée : C’est une matrice des coefficients a laquelle on a ajouté une derniére
colonne, souvent séparée par une ligne, contenant les membres de droite (constants) d’un systeme
d’équation linéaire.

« Elément de téte : C’est le premier élément non nul d’une ligne dans une matrice.

4.3.2 Opérations élémentaires sur une matrice
* Ajouter a une ligne un multiple = d’une autre ligne (Remplacement : R;j(x))
. Echanger deux lignes (Echange i Eij)

* Multiplier tous les éléments d’une ligne par une constante = non nulle. (Cadrage : C;;(z))

Les opérations élémentaires de ligne appliquées sur A n’affectent pas la relation de dépendance linéaire
entre ses colonnes.

4.3.3 Théoreme de I’équivalence

Si, d’une matrice A, on peut passer a une autre matrice 5B en n’utilisant que des opérations élémentaires,
alors elles sont dites équivalentes par rapport aux lignes et les deux systemes d’équations linéaires
associés possedent le méme ensemble de solutions.

4.3.4 Matrice échelonnée

C’est une matrice échelonnée respectant ces conditions :
e Toutes les lignes non nulles sont situées au-dessus de celles qui sont nulles.
e Chaque élément de téte (premier élément non nul) d’une ligne se situe a droite de 1’élément de téte de

la ligne supérieure.
e Tous les éléments sous la colonne vis-a-vis chacun de ces éléments de téte sont nuls.
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4.3.5 Matrice échelonnée réduite (par rapport aux lignes)

C’est une matrice augmentée respectant ces conditions :

e Elle est échelonnée.
e [’¢élément de téte de chaque ligne non nulle vaut 1.
e Chacun de ceux-ci est le seul élément de téte de sa colonne.

4.3.6 Position pivot

C’est une position qui contient un élément de téte dans une matrice échelonnée réduite. Sa colonne est
alors appelée une colonne pivot.

4.3.7 Algorithme de réduction

1. Effectuer des échanges de ligne pour avoir les éléments de téte les plus a gauche a des lignes
supérieures.

2. Effectuer des remplacements pour annuler les éléments sous les éléments de téte (Descente).
On obtient alors la forme échelonnée.

3. Effectuer d’autres remplacements pour annuler les éléments au-dessus des éléments de téte (Re-
montée).

4. Effectuer des cadrages pour avoir seulement des 1 aux éléments de téte.
On obtient alors la forme échelonnée réduite.

1 -2 —1 3|1 —1 =2 =1 3|1 | R

0 -3 6 4|9 1 4 5 =97

9 3 0 3 |-1|PuY| 0 3 0 3|2 Ri3(2)

1 4 5 =97 0 -3 6 419 49)
1 4 5 -9 -7 1 45 —9|-7 '
0 2 4 6 | —6 0 2 4 —6|—6 , )
0 5 10 —151—15 ~1oo00 -5/-11° forme échelonnée
0 -3 -6 4 9 000 010

4.3.8 Existence et unicité des solutions

e Un systeme d’équations linéaires est compatible et possede au moins une solution si et seulement si
la colonne de droite de la matrice augmentée n’est pas une colonne pivot.

e Un systeme d’équations linéaires possede une infinité de solutions s’il possede au moins une variable
libre.

4.3.9 Les vecteurs

Les vecteurs dans R" sont des matrices-colonne de genre (n, 1).
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4.3.10 Les propriétés algébriques de R"

I G+0=0v+1 5. c(it +7) = cii + v
2. (U+0)+d =ud+ (T+ W) 6. (c+d)u = ciu+du
3.4+0=1 7. o(did) = (cd)i

4. 4+ (—d) =0 8. 1-d=1

4.3.11 Définitions

Soient des vecteurs v; € R et des scalaires ¢;, alors une combinaison linéaire des v; de poids ¢; définit
le vecteur :

g: 01171 + CQUQ + ...+ Cpl_;p (410)

4.3.12 Lien entre combinaison linéaire et matrices

L’équation vectorielle b = z1a; + x2ds + . .. + x,d, posseéde les mémes solutions que :

a a .. d, D] (@.11)

4.3.13 Sous-ensemble de vecteurs

Le sous-ensemble généré par des combinaisons linéaires de 7, . . . , U, est noté £{vy, ..., 9,}.

4.3.14 Produit matrice-vecteur

I

A= — — — T2 — — —

AT = [al o an} . = 2101 + Todo + ... + T,d, (4.12)
T

Donc I’équation AZ = b admet une solution si et seulement si b est une combinaison linéaire des
colonnes de A.

4.3.15 Equivalences

Les principes suivants sont soit tous vrais ou tous faux pour une matrice donnée A de genre (m,n) :

e Vbe R™, A7 = b admet une solution.
« Touth € R™ peut s’écrire comme une combinaison linéaire des colonnes de A.
* Les colonnes de A engendrent R™.

« A posséde une position pivot dans chaque ligne.
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4.3.16 Propriétés des opérations matrice-vecteur
o A(i +7) = Ad + AT
o Alcil) = c¢(A)

4.3.17 Systeme d’équations linéaire et homogene

AZ’ = 0 admet une solution non triviale si et seulement si 1’équation a au moins une variable libre.

4.3.18 Systeme d’équations linéaire et non homogene
Si p’ est une solution de Az = bet ¥, est une solution de A7 = 0, alors I’ensemble des vecteurs

W = '+ 0), est 'ensemble-solution de A% = b. (Lay [3] p.53)

4.3.19 Indépendance linéaire

Un ensemble {¢}, ¥, ..., U, } € R" est linéairement indépendant si et seulement si x17) + 220 + . .. +
x,7, n’admet que la solution triviale z; = 0V 7. Sinon, il est linéairement dépendant.

+ Corollaire : Les colonnes de A sont linéairement indépendantes si et seulement si A7 = 0
n’admet que la solution triviale.

* Corollaire 2 : Deux vecteurs sont dits linéairement dépendants si et seulement si I’un est multiple
scalaire de I’autre.

* Corollaire 3 : Un ensemble S = {7),...,7,} est linéairement dépendant si et seulement si au
moins 1’un des vecteurs U; est combinaison linéaire des autres.

4.3.20 Dimension

Siun ensemble contient plus de vecteurs que la dimension de ceux-ci, alors il est linéairement dépendant.
Equivalent mathématique :

SeR" ou S={v,...,10,} p>n=195 est linéairement indépendant. (4.13)

4.3.21 Dégénérescence

Si I’ensemble S' contient le vecteur nul, alors .S est linéairement dépendant.

4.3.22 Transformation linéaire 7" : V — W

C’est une généralisation des fonctions aux espaces vectoriels : |'T(Z) = i@ |ouZ € R", u € R™
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4.3.23 Propriétés nécessaires et suffisantes pour que T soit linéaire
l. T(u+v) =T(u)+T(¥) Vu,vdéfinis dans le domaine de T.

2. T(ctl) = cT'(@) VYuetec.

Corollaire : Si T est linéaire, T'(0) = 0 et | T(cil + dv) = ¢T(@) + dT(7)|.

Une transformation (aussi appelée fonction ou application) T'de V' € R" vers W € R’ est une regle
qui associe a chaque £ € V un autre vecteur 7'(¥) € W. En général, il existe toujours une matrice

unique A telle que | AZ = T(%) |. Celle-ci est appelée la matrice canonique de T et sa j

1
donnée par T'(¢;) ou é; = | 0 | et ainsi de suite. Dans le cas V = R™ et W = R™, alors la matrice A

i€me colonne est

est de genre (m,n).

» V est appelé le domaine de définition de T.
* W est appelé I’ensemble d’arrivée de T.
* T'(¥) € Westl'imagede 7 € V

* L’image de T est I’ensemble des T'(¥)

o T': V. — W est surjective si, avec tous les vecteurs Z € V, on peut retomber au moins une fois sur
chaque vecteur b € W. Ceci revient a dire que les colonnes de A, la matrice canonique de 7', engendrent
W (le recouvrent entierement). Aussi, ceci implique Rg(A) =n | A: R™ — R™

o :V — W est m]ectlve si tout vecteur b € W est I’ image d’au plus un seul vecteur ¥ € V. Ceci
revient & dire que 7'(#) = 0 n’admet que la solution triviale Z = 0, ou en d’autres mots que les colonnes
de A soient linéairement indépendantes. Aussi, ceci implique Rg(A) =m | A:R™ — R" (Cest
I’analogue de la définition d’une fonction versus une relation.)

o T : V — W est bijective si elle est injective et surjective.

4.4 Algebre matricielle

) apnn ... Gy ... Qip
Soit une matrice A =
Am1  --« Qmj ... Qmn
e Matrice diagonale : a;; = 0Vi,j|i #j
e Matrice nulle 0 : a;; =0V, 7
e Matrice identité 1 : a;j = 0yj
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4.4.1 Opérateurs
* adj A = [cof A]” : Matrice adjointe.

e f| |d f] |d €| ]

X X a b oc X hb Zc ag cZ ga hb

* cof A: Matrice des cofacteurs. Ex: A= |d e f| = cof A= |— ' b ‘g ; ~g h‘
g hoi b ¢ _la ¢ a b

e f d f d e| |

* col A : Espace vectoriel généré par toute combinaison linéaire des colonnes de A. (voir 4.5.1)

o det A : Déterminant de A. (voir 4.6.2)

« dim A : Dimension ou genre de A.

* lig A = col(AT) : Espace vectoriel généré par toute combinaison linéaire des lignes de A.

e nul A : Ensemble solution de A7 = 0. (voir 4.5.2)

* rg A = dim(col A) : Rang de A. (voir 4.5.4)

o AT Transposée de A. Pour I’obtenir, on permute les indices 7 et 7 des éléments a;;. (voir 4.4.6)

o A~': Matrice inverse de A, telle que AA~" = 1. (voir 4.4.9)

« A : Conjugué de la matrice transposée A, tel que AT = (A*)T ou * est le conjugué complexe.

4.4.2 Opérations matricielles

e La somme 1{1 —i—vB n’est définie que si dim A = dim B.
e Le produit A - B, ot dim A = (m,n) et dim B = (u, v), n’est défini que si u = n. Le résultat sera de
genre (m,v).
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4.4.3 Propriétés algébriques de matrices

1. A+ B=B+A4 8. A-(B+C)=A-B+A-C

2. (A+B)+C=A+(B+C) 9. (B+C)-A=B-A+C-A

3. A+0=A4 10. 7(A-B)=(rA)-B=A-(rB) = (A-B)r
4. r(A+B)=rA+rB 1. 1,,-A=A-1, = Aoudim A = (m,n)
5. (r+s)A=rA+4sA ! A-B#B-A

6. 7(sA) = (rs)A ! A-B=A.C+ B=C

7. A-(B-C)=(A-B)-C ! A-B=0-A=00uB=0

4.4.4 Définition du produit matriciel
AB=A-|b b .. b= |Ab AB, ... A

4.4.5 Définition des puissances d’une matrice

Les puissances d’une matrice supérieures a 1 sont définies seulement si celle-ci est carrée.

AP =A.-A-A- .. (kfois)

4.4.6 Propriétés de la transposée

1. (AT = A 3. (rd)T =rAT
2. (A+ BT =A" +B" 4. (A-B)YT =BT . AT

4.4.7 Propriétés du conjugué complexe

1. (A=A 3. (rA) = r*A*

2 (A4 B) = A" + B 4 (A-B) = A4 B

4.4.8 Inversion d’une matrice

L’inverse de A est définie seulement si A est carrée etelle est telleque A= - A=A - A~!
existe, alors on dit que A est inversible.

Si A de genre (n,n) est inversible, alors AT =b= 7= A" VbeR"
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4.4.9 Propriétés de I’inversion d’une matrice

1. (A=1)~' = A ou autrement A inversible = A~ inversible.
2.
3.

(A-B)~' = B~'. A" si Aet B sont inversibles.
( T)—l — (A—l)T

D

4.4.10 Matrices élémentaires

Soient deux matrices A ~ B équivalentes par rapport aux lignes. Alors, EA = B, o E est la matrice
des opérations élémentaires, construite en appliquant sur 1 les mémes opérations qui ont permis de

passer de A 2 B. Aussi, £~ existe toujours telle que A = E—'B.

4.4.11 Théoreme de ’inversibilité

Soit une matrice A carrée de dimension n. Alors, ces énoncés sont soit tous vrais ou tous faux :

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

A est inversible.

AT est inversible.

LA~

A possede n positions pivot.

AZ = 0 n’admet que la solution triviale # = 0.

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.
Les lignes de A sont linéairement indépendantes.
La transformation linéaire Z — AZ est injective.

La transformation linéaire 7 — AZ est surjective.
AZ = b admet au moins une solution pour tout beR"
Les colonnes de A engendrent R™.

col A = R”

dim{col A} = n

rgA=n

nul A = {0}

dim{nul A} = 0

det A #£0

A = 0 n’est pas une valeur propre de A7 = \%
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4.5 Sous-espace

Un sous-espace H de R" possede les propriétés suivantes :
1.0cH
2. {u,v} e H={u+v} € H

3. ue H={ci}e H on ceR

4.5.1 DL’espace des colonnes

L’espace des colonnes de A est I’ensemble col A de toutes les combinaisons linéaires des colonnes de

A:

col A= L{G),E,,...,C} (4.16)

ol & représente la colonne i de A et £ est I’opérateur de combinaison linéaire. On peut exprimer un
vecteur b € col A ainsi :
b= Li{c¢,,...,¢,} telque b= A¥ 4.17)

ou Z contient les poids de la combinaison linéaire. Si b fait partie de col A, alors A7 = b admet une
solution.

4.5.2 L’espace nul

L espace nul de A est I’ensemble nul A de toutes les solutions homogenes au systeéme d’équation associé
aA:

nul/l:{fl,fg,...,fp} tel que AZ; =0 Vi (4.18)

4.5.3 Colonne pivot

Les colonnes pivot d’une matrice A forment une base de I’espace col A.
Corollaire : Si A est échelonnée, alors ses lignes non nulles forment une base de lig A. On a aussi que :

YR col A = col B
4.5.4 Rang
Le rang d’une matrice carrée A de genre (n,n) est donné par :
rg A = dim{col A} = dim{lig A} (4.20)
De plus,
rg A+ dim{nul A} = dim A =n 4.21)
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4.5.5 Relations des sous-espaces

Soit H un sous-espace de dimension p et /- C H, un sous-ensemble de H a p éléments. Alors,

’E est linéairement indépendant < FE est une base de H < FE engendre H ‘ (4.22)

4.6 Déterminants

Le déterminant est défini seulement pour des matrices carrées. La définition du déterminant d’une
matrice A par la formule de Leibniz est la suivante :

det A = (sgn(a) 11 A,-vg(z-)) (4.23)

ol S, est I’ensemble contenant toutes les permutations o possibles des nombres {1,...,n}, sgn(o)
est la signature d’une permutation o : sgn(o) = 1 pour une permutation paire de {1,...,n} et
sgn(c) = —1 pour une permutation impaire. La définition par I’algorithme de Laplace permet de
calculer facilement celui-ci :

det A = "(=1)""a;; det Aj; (4.24)
j=1

ou flg est la matrice A dont on a supprimé la ligne 7 et la colonne j. Si A est de dimension 2, alors
on prend det Ag = 1. L’indice 7 peut étre choisi comme n’importe quelle ligne (ou méme colonne en
changeant I’indice de la sommation), car 1’algorithme donne le méme résultat peu importe le choix que
I’on fait.

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments sur sa diagonale principale.

4.6.1 Exemple de Calcul d’un Déterminant

d e
g h

f

ho =a(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh —eg) (4.25)

—b‘d !
g 1

+C‘

4.6.2 Propriétés des déterminants
On peut faire des opérations élémentaires de colonnes ou de lignes sur un déterminant :
l. Rij(k) = A~B=detB=detA Vk#0
2. Bij — A~B=detB=—detA
3. Cy(k) = A~ B=det B=FkdetA Yk#0
4. det{A- B} =det A-detB
5. det AT = det A
6. det(kA) = k" det A
ol R;j(k) — A signifie qu’on applique 1’opération élémentaire de ligne R;;(k) sur A, qui est carrée et

de dimension n.
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4.6.3 Regle de Cramer

Soit A de genre (n, n) et inversible. Les composantes individuelles de Z dans I’équation AZ =10 peuvent
étre calculées par la regle de Cramer :

det A= [b
v = e—ﬂﬂ (4.26)
det A

ou /13 m est la matrice A dont on a remplacé la colonne j par le vecteur b.

4.6.4 Inverse d’une matrice par le déterminant

On peut calculer I’inverse d’une matrice avec :

; dj A
P 4.27)
det A
4.6.5 Calcul d’un hypervolume a I’aide du déterminant
Un hypervolume V' dans un espace a p dimensions sous-tendu par les vecteurs o7, Us, . . . , U, linéairement
indépendants est donné par :
V=|detAlon A= [t; ¥ ... 7 (4.28)

Dans le cas tridimensionnel, le volume sous-tendu par trois vecteurs linéairement indépendants est celui
d’un parallépipede.

4.6.6 Calcul d’un hypervolume transformé a I’aide du déterminant

Si on transforme les vecteurs ¥y, ¥, . .., ¥, sous-tendant I’hypervolume V' avec une transformation
linéaire ¥ — BZ, alors on obtient un nouvel ensemble de vecteurs qui sous-tendent un nouvel hy-
pervolume V", tel que :

V' =|det A - det B (4.29)

4.7 Espace vectoriel

Axiomes qu’un espace vectoriel V' doit respecter :

l.u+veV 6. cu eV

2. U+ T=0+1 7. (i@ +7) = cii + c¥
3. (W+0)+ W =d+ (U+ ) 8. (c+d)u=cu+du
4. 30 tel que i +0 =@ 9. (ed)u = c(du)

5. 3(—1) tel que it + (—i1) =0 10. 1-d=1
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ouu,v,w e VetedéeR.

Si {0y, s,...,0,} € V,alors L{¥}, Vs, ..., U,} estun sous-espace vectoriel de V.
Résultats :

1.0-4=0

2.0=0

4.7.1 Exemples d’espaces vectoriels

e R", I’ensemble des vecteurs ¢ a n dimensions.

e P", I’ensemble des polyndomes de degré n au plus.

e [ L’ensemble des fonctions réelles définies sur un domaine D.
e 5, I’ensemble des suites doublement infinies (vers —oo et vers co)

4.8 Les bases

4.8.1 Théoréme de I’Ensemble générateur

Soit ’ensemble S = {¥}, Us, ..., U,} € V etle sous-espace H = L{S}. Alors,

1. Soit R = S\{t}} ’ensemble S amputé de . Si v, = L{ R} posséde une solution, alors R génere
encore H.

2. Si H # {0}, un sous-ensemble de S génére encore H.

4.9 Systeme de coordonnées

4.9.1 Unicité de la représentation

Soit 3 une base de V. Alors, Il y a une seule facon de représenter un élément v € V.

4.9.2 Changement de base

Soit § = {51, 52, e ,l;n} une base du sous-espace H et v € H. Alors, pour trouver les coordonnées
de ¢ par rapport a (3, on prend les poids ¢y, co, ..., ¢, tels que U = ¢1by + coby + ... + ¢,b,. Alors, le
vecteur des coordonnées de ¢ par rapport a la nouvelle base [ s’écrit :

&
C2

[0 = (4.30)

Cn
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4.9.3 Résolution

Si on cherche a représenter un vecteur ¢’ par rapport a /3, on devra construire la matrice de passage (ou
de changement de base) en résolvant :

Pofils = 7 @30
qu’on peut réécrire :
€1
B B o b | =7 (4.32)
.C.n .

Alors, la matrice de passage Pﬂ est toujours inversible et

[0]p = P! (4.33)

La transformation associée a I3 est toujours bijective et linéaire.

4.9.4 Dimension

La dimension d’un sous-espace est donnée par le nombre de vecteurs formant sa base.
Un ensemble a n dimensions est nécessairement linéairement dépendant s’il possede plus de n éléments.
Soit H un sous-ensemble de V', on a alors :

dim H < dimV (4.34)

4.9.5 Matrice de changement de base

Soient (3 et v deux bases de V. Alors, il existe une matrice de passage P,y/_ﬁ unique et carrée telle que :

[7), = Prslils (4.35)
qu’on forme avec :
Prg=|0)y () .. (Ba),] oubic s (4.36)
On a aussi que :
Py =Ps, (4.37)

4.10 Géométrie

4.10.1 Orthogonalité

Soient deux vecteurs u et ¥ de dimensions n sous-tendus par un angle 6. Alors,

ilieid-7=0] (4.38)
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4.10.2 Théoreme de Pythagore

i Lo ||+ =|al® + |7 (4.39)

Il se généralise par le théoreme d’ Al-Kashi pour des vecteurs sous-tendus par 1’angle 6 :

@+ 01> = |@]|* + ||7]|* — 2[|a]|||7]| cos 0 (4.40)

4.10.3 Norme euclidienne d’un vecteur

@) = V- @ (4.41)
4.10.4 Produit scalaire
@7 = ||)]||7]] cos 6 (4.42)
4.10.5 Produit vectoriel
u x U = ||d||||v]| sin @ (4.43)

4.10.6 Ensemble orthogonal

Un vecteur ¢ appartient a W+, I’ensemble orthongonal a W, si et seulement si il est orthogonal a tous
les vecteurs faisant partie de V.

4.10.7 Relations d’orthogonalité

(lig At =nul A (4.44)

(col A)t = nul(AT) (4.45)

4.10.8 Dépendance et orthogonalité

Un ensemble de vecteurs tous orthogonaux entre eux est automatiquement linéairement indépendant.

4.10.9 Décomposition d’un vecteur

Soit une base orthogonale de vecteurs {1, s, ..., u,} du sous-espace W € R" et y € W, alors
I’équation § = cyuy + cotis + . . . + ¢, U, est satisfaite avec les poids :

;=21 (4.46)
Uj - Uy
4.10.10 Projection orthogonale
La projection orthogonale ¥, de ¢/ sur « est donnée par :
. Lo (YU
Yp = PIOjz Y :<gi q>u (4.47)
u-u
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4.10.11 Norme des colonnes d’une matrice

’U T.U =1 < U ades colonnes orthonormées. (4.48)

Alors, il s’ensuit que pour {Z, 5/} € R™:
L [0z = ||z
2. (UZ)- (U %) =y

4.10.12 Théoreme de la décomposition orthogonale

Soit un espace vectoriel W C R™. Alors, tout vecteur iy € R™ peut s’écrire de fagon unique sous la
forme :

Y=Y+ 72 (4.49)
ol 7, est la projection de i/ dans W et 2 € W+,
Soit {1, ua, . .., U,} une base orthogonale de V. Alors,
(N (i j il
yp:(g j)aﬁ(? 3)u2+...+(? ﬁ)un (4.50)
Ug - Ug Ug - U2 Up, * Unp

Ensuite, on peut trouver Z = i — ¥,

4.10.13 Théoreme de la meilleure approximation

Soient W € R",y € R" et ¢, = projy, y. Alors, 3, est le point dans W le plus pres de ¢/, car :

17 =Gl < lly = vllVe e WIT # 5, (4.51)

4.10.14 Vecteur normé

||| = 1 < @ est normé. (4.52)

4.10.15 Projection sur une base orthonormée

Soit {y, iy, . .., U, } une base orthonormée de W € R™. Alors,
projy § = (§ - 1)y + (- tg)tia + ... + (¥ - Uy )ty (4.53)
qu’on peut réécrire, avec U= [ﬁl T ﬁn] :
projy, i = U - (U'9) (4.54)

4.11 Liens avec la mécanique quantique

4.11.1 Symétries des matrices

At = A & A est hermitienne. (4.55)
AT = A < Aest symétrique. (C’est une condition plus forte.) (4.56)

50



J.Gagné IV Algebre linéaire Bible de la physique v1.2

4.11.2 Produit scalaire de fonctions

On définit le produit scalaire de fonctions comme :

< f@)gla) >= / " fa)g(a) da 4.57)

4.11.3 Espace euclidien

C’est un espace vectoriel en trois dimensions dans lequel les lois standard de la géométrie sont valides,
ou dans lequel la matrice de calibration du produit scalaire est A = 1, ou on définit le produit scalaire
comme :

< Zw >= 7" - Ag (4.58)
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Chapter 5

PHY 1652 Relativite restreinte

Toutes les masses m présentées dans cette section correspondent a une masse au repos.
Redéfinissons, dans le cadre de la relativité restreinte, la notion d’un référentiel :

5.1 Référentiel

Un référentiel est un systeme de coordonnées de I’espace-temps 1ié a un observateur, composé de trois
coordonnées d’espace et d’une coordonnée de temps.

5.2 Référentiel inertiel

C’est un référentiel au repos ou en mouvement uniforme sans rotation. Il doit satisfaire a la premiere
Loi de Newton.

5.3 Postulats de la relativité restreinte

5.3.1 Premier postulat : Principe de la relativité

Toutes les lois de la physique sont les mémes dans tout référentiel inertiel.

5.3.2 Deuxieme postulat : Constance de c

La vitesse de la lumiere dans le vide est indépendante du référentiel.

5.4 Principe d’équivalence

Un référentiel localement inertiel est enticrement équivalent a un référentiel en chute libre sans rotation
pour I’exécution de toute expérience physique.
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5.5 Propriétés de I’espace-temps

5.5.1 Homogénéité de I’espace et du temps

L’espace possede a priori les mémes propriétés en chaque point de 1’espace et a n’importe quel instant.
Il en découle que les notions d’espace et de temps sont invariants sous une translation et alors 1’origine
de tout référentiel peut etre choisie arbitrairement.

5.5.2 Isotropie de I’espace

Toutes les directions spatiales sont a priori physiquement équivalentes. Il en découle que la notion
d’espace est invariante sous une rotation et alors I’orientation de tout référentiel peut étre choisie arbi-
trairement.

5.6 Transformations de Galilée

Elles correspondent a un changement de référentiel animé d’une vitesse vZ non relativiste :

=z — vt

!

y =y

/ (5.1)
2=z

=t

5.7 Transformations de Lorentz

Elles correspondent a un changement de coordonnées dans un référentiel animé d’une vitesse v = (¢t
relativiste :

' =~(x — fet)
v =y (5.2)
z =z

ct’ = v(ct — Bx)

Elles correspondent aussi a une rotation dans 1’espace de Minkowski en quatre dimensions.

5.8 Temps propre

C’est I'intervalle de temps A7 pergu par un observateur situé dans un référentiel se déplacant a une
vitesse associée au coefficient y. Dans ce référentiel, le chromometre qui pourrait €tre utilisé pour
mesurer un intervalle de temps apparait au repos. L’intervalle de temps impropre At correspond a celui
mesuré dans un référentiel au repos, ou le chronometre apparaitrait lui-méme animé d’une vitesse Fcz.
(La notion d’un référentiel au repos absolu n’est utilisée ici qu’a titre d’illustration.)

e

Truc de mémorisation : Gamma est gros et sale. On dit "gros" parce que v > 1 est toujours valide.
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5.9 Vitesse propre

C’est la vitesse @ a laquelle un objet relativiste a I’impression de se déplacer selon son référentiel. La
vitesse U = (Jc est sa vitesse par rapport a un référentiel au repos.

ar _
dr

U=

YU 5.4

5.10 Contraction des longueurs

Une longueur au repos L, apparaitra rétrécie jusqu’a une nouvelle longueur L pour un observateur dans
un référentiel relativiste se déplacant a une vitesse associée au coefficient 7 :

=

5.11 Distortion de la masse

On peut voir I’apparition du facteur y dans 1’équation (5.28) comme une distortion apparente de la masse
d’un corps relativiste. Cependant, ceci n’est qu’une apparence, car la masse est un invariant relativiste,
c’est-a-dire qu’elle ne change pas sous une transformation de Lorentz (5.2). On peut voir cette distortion

de la masse comme un artifice purement mathématique.

Mapp = YM  pour avoir la forme FE;,; = mappc2 (5.6)

5.12 Formalisme des quadrivecteurs

On les identifie avec une barre A. En voici quelques exemples :

(7,9, 2, ct) la quadri-position. R? = As?

(cps, cpy, cp., E) la quadri-impulsion. P? = m?c*
(7, My» M2, Y€) la quadri-vitesse propre. 7% = ¢
= (04, 0y, 0., O ) I’opérateur Laplacien relativiste.

(VFy, v Ey, v F,, /0 - ﬁ) la quadri-force.

(VPoUas VP Uy, Y Py Uz, Cp) le quadri-courant. J? = ¢?p?
(A, Ay, A,,V/e) le potentiel électromagnétique.

e o0 0 0 0 o
< <SS s

5.13 Propriétés des quadrivecteurs

Dans le formalisme la relativité, on utilise une métrique définissant le produit scalaire comme :

/_1 . B = A4B4 — AlBl — A2B2 — Ang (57)

On peut effectuer une transformation de Lorentz sur un quadrivecteur a I’aide de la matrice de Lorentz
A
A = AA (5.8)
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vy 00 —p
X 0O 10 O
A= 0O 01 0 (59
-6 0 0 ~
Dans la convention ol on note les quadrivecteurs inversement : P = (E,p,, Py, D2), la matrice de
Lorentz s’écrit :
vy =B 00
A _75 Y 0 0
AN = 0 0 10 (5.10)
0 0 01
Le produit scalaire de deux quadrivecteurs possede plusieurs propriétés intéressantes :
* Un produit scalaire de quadrivecteurs est toujours positif -
A-B>0 (5.11)

* Un produit scalaire de quadrivecteurs est un quadri-scalaire, qui est invariant de Lorentz.

5.14 Loi de composition des vitesses

Soit un corps se déplagant a une vitesse «’ par rapport a un référentiel R’. Si ce référentiel lui-méme se
déplace a une vitesse V' par rapport a un autre référentiel R, alors un observateur dans R verra le corps
se déplacer a une vitesse « selon les lois de composition des vitesses :

u“—}-V U'J_—i—v

_ e A 5.12
=7 +uf Ve UL =7 +ufV/er (5.12)

ol u) est la composante de 1 parallele a V et ainsi de suite.

5.15 Effet Doppler relativiste

Soit un signal ondulatoire provenant d’une source a une fréquence ;. Alors, un observateur en mouve-
ment par rapport a la source observera une fréquence :

Vobs = VsA| 7= (513)

Avec la convention suivante :

{ G >0 : La source et I’observateur s’ approchent
B <0 : La source et 'observateur s’éloignent

(5.14)
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5.16 Deuxieme loi de Newton relativiste
Elle est tres peu utilisée, car la notion de force devient facilement complexe en relativité restreinte :

F = m~*a (5.15)

5.17 Effet Compton

L’effet compton est caractérisé par des photons arrachant des électrons dans un matériau par une colli-
sion inélastique. Ceci ce produit lorsque le photon possede une énergie avoisinant 1M eV, a partir de
laquelle 1’énergie de liaison de 1’électron devient négligeable. (A des énergies plus basses, on obtient
I’effet photoélectrique et a des énergies trop élevées, des créations de paires €électron/positron.) On
peut alors traiter le photon comme une particule transférant une partie de sa quantité de mouvement
a I’électron, I’énergie du photon et donc sa fréquence s’en trouvant diminuée (et conséquemment sa
longueur d’onde augmentée). Soit § I’angle avec lequel 1’électron est éjecté par rapport a la direction
initiale du photon : Le photon sera lui diffusé a —# par conservation de I’impulsion et la longueur d’onde
de celui-ci sera donnée par :

A=), = h (1 — cos0) (5.16)

MmeC

ou h est la constante de Planck et m, la masse de 1’électron.

5.18 Effet Vavilov-Cerenkov

Dans un milieu d’indice de réfraction n, la lumiére se propage a une vitesse v = </n. Alors, il est possible
pour une particule de dépasser cette vitesse et il s’ensuit, si la particule est chargée, I’émission d’un cone
de lumieére comme pour 1’analogue avec le dépassement du mur du son. Une charge traversant un milieu
réfractif fait osciller les atomes composant celui-ci, ce qui émet des ondes électromagnétiques par effet
antenne. Cependant, lorsque cette particule se propage plus vite que les ondes électromagnétiques en
question, il en résulte, par une construction de Helmholtz, un céne de lumiere orienté vers I’arriere de
sa trajectoire. L’angle de demi-ouverture de ce cOne est donné par :

2 _
cos@:i{HM} (5.17)

nv 2ymc?

Le deuxieme terme de 1’équation étant généralement tres petit (de 1’ordre de 1073 pour n = 1.5 et
~v = 1), on peut faire I’approximation suivante :

1
= — N
cos i (5.18)
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5.19 Transformation de champs électromagnétiques

Pour un observateur se déplacant a une vitesse Jc & par rapport a un référentiel $R, les champs électro-
magnétiques qu’il percevra seront les suivants :

E; = Ex CB:L, = CBI
E, =~(E, — 3cB.) cB, =v(cB, + BE.) (5.19)
E. =~(E, + BcB,) ¢B. =~(cB, — BE,)

ot E et B sont les champs électromagnétiques tels que percus par un observateur au repos dans le
référentiel R.

5.20 Introduction a la relativité générale

5.20.1 Conséquences de la relativité générale

1. La lumiere est déviée dans un champ gravitationnel.

2. On observe un décalage vers le rouge des champs électromagnétiques en présence d’un champ
gravitationnel.

3. Le temps se dilate en présence d’un champ gravitationnel.

4. 1l existe des ondes gravitationnelles se propageant a la vitesse de la lumiere dans le vide.

5.20.2 Déviation de la lumieére

Soit un rayon de lumigre arrivant avec un parametre d’impact b 2 une distance 7 d’un corps de masse M
et rayon R. On dénote « I’angle entre et b. Le changement infinitésimal dans la direction du rayon de

lumiere sera donné par :
GM cos® a
dp = ——5—dz (5.20)
rc
ou z est la direction de propagation du faisceau au moment ou il est le plus preés du corps massif.
En intégrant o de —7/2 a 7/2 c’est-a-dire sur toute la trajectoire du rayon lumineux, on trouve que sa

déviation totale est :

A4GM
= bc?

(5.21)

5.20.3 Décalage vers le rouge (redshift)

Le décalage des fréquences émises a la surface d’un corps massif dii a son champ de gravitation et pergu
par un observateur a I’infini est donné par :

(5.22)
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ou r, correspond a la distance par rapport a laquelle on a mesuré v,. On définit le redshift Z comme :

(5.23)

5.20.4 Dilatation du temps

Un intervalle de temps At, mesuré a la surface d’un corps de masse R et de rayon M sera plus grand
qu’un intervalle At,, mesuré dans le vide a I’infini. Il en découle alors que le temps s’écoule plus
lentement pour un observateur se trouvant dans un champ gravitationnel. On a que :

At, 2GM GM
=/1l—-———~1-— 5.24
At Rc? Rc? (5.24)
5.21 Formules générales
Coefficient relativiste :
1
V=1 (5.25)
1 —v%/c2
Vitesse relativiste :
J=7c et ||U] =0 (5.26)
Impulsion relativiste :
p= 'ymﬁc (5.27)
Energie totale relativiste :
By = ymc? (5.28)
Energie cinétique relativiste
Ey = (v — 1)mc? (5.29)
Energie au repos d’un corps d’une masse m :
E, = mc? (5.30)
Relation des quadrivecteurs d’impulsion:
E? — p?® = m2! (5.31)
Relation tres utile :
V8=V -1 (5.32)
Relation utile entre I’impulsion et I’énergie
cp=1JE (5.33)
Intervalle d’espace-temps :
As? = AL — Ax? — Ay? — AP (5.34)

Pour un photon, on a toujours As =0
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Chapter 6
PHY1441/PHY2441 Electromagnétisme

6.1 Equations de Maxwell dans le vide

mv-E=2 M|V xE=— 6.1)
€ dt
||V-B=0 IV|VxB=yu °dt+”°°7 (6.2)
ouc = \/617“ est la vitesse de progapagation des ondes électromagnétiques (vitesse de la lumiere).
00
De |1}, on tire la Loi de Gauss :
§1§ B di = Yo (6.3)
S €

ou da est un élément d’aire de S, la Surface de Gauss qui contient une charge totale ()., et E estle
champ électrique sur cette surface.

De |1V, on tire la Loi d’Ampére :

I . d [ -
55B-dlzuo/J-dmp,oeo—/E-da (6.4)
c S dt Jg

ot dl est un ¢lément de C, la Boucle d’ Ampere, qui borne une surface arbitraire elle-méme traversée
par un courant J etun champ électrique E.

6.2 Potentiels électromagnétiques

. . dA

E=-VV - = 6.5
Vv dt 6.5

B=VxA (6.6)

ou V est le potentiel scalaire et Ale potentiel-vecteur.
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6.3 Loide Coulomb

o 1 7
' B() = o [ hotar
14

=  A4nre, ?

1 1
V() = oo /V ~p(i")dr

ou 7= 7’ + 7j. Conséquemment :

V(i) = E-di

Figure 6.1: Corps émettant le T,
champ électrique. - /

O

ou O est I’origine, ou V' = 0 (On peut choisir O = o0).

6.4 Equation de Poisson

On I’obtient de (6.1,1) et (6.5) :

d—» —
vy =-L_29.4
e, dt

Dans le cas électrostatique ou dans la Jauge de Coulomb, elle se réduit a :

vy = -2

€

En I’absence de charges électriques p = 0, elle se réduit a I’ équation de Laplace :

6.5 Conditions aux frontieres

Les équations de Maxwell dans le vide impliquent qu’a une interface :

Ef-pt=2 El-El =0
e K3 60 e 1
B — Bl =0 Bl - Bl = K xn
v, v
o Vo=V,
dn  dn €

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

ou K est un courant de surface, o une densité de charge de surface, . sont les composantes extérieures,
; les composantes intérieures, || les composantes paralleles et - les composantes perpediculaires 2

I’interface.
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6.6 Loi de Biot-Savart

-

By = 1o [ T 50l [ 010
dr Jy, n? Ar Jo

Tl =1
A(T) = Z_;/Vydf

6.7 Analogue magnétique a I’équation de Poisson

Car Idl = Jdr'.

Dans la jauge de Coulomb, on a que :

—

VA = —p,J

6.8 Dipole électrique

Soit le moment dipolaire électrique d’un dipdle :

Alors,
p-r
Vi =
ain(7) Are,r?
7 3(p-r)F —p
Eyip(T) =
i Ae,r3
Dans le cas p’=pZ,ona:
Evert.dip(F) = (2 cos 07 + sin 9@)

de,r3

Un dipdle électrique placé dans un champ électrique constant E acquérira :

e Une énergie potentielle | U = —p - E

x E

e Un moment de force | N =

=y

6.9 Dipole magnétique

Soit le moment dipolaire magnétique d’une configuration de charges:

]_ =g
e T
2 Jv

Alors,

Wy M X T
4 r?

gdip(f‘) =
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(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)
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3(m - 7)r — m)j
4qrp3

Edip(F) _ :uo[

Dans le cas m = m2z,ona:

B?vert.dip(F) = Z;:;’L’ (2 cos 07 + sin 09)

Dans le cas d’un courant a une dimension, on peut aussi écrire :

m=1 / da
s
ou S est la surface bornée par le courant /.
Un dipole magnétique placé dans un champ magnétique constant B acquérira :

e Une énergie potentielle | U = —m - B

e Un moment de force | N = 1 x B

6.10 Loi de Faraday

On définit la force électromotrice :

5:¢E-df:—@
c dt

ou ® est le flux magnétique a travers .S, la surface bornée par C, qui est la boucle de courant :

@:/é-da
S

Loi de mémorisation pour le sens du courant induit dans (6.28) :

Le sens du courant induit créera toujours un champ magnétique contraire a

celui subi par la boucle.

6.11 Travail associé a un potentiel

Le travail W nécessaire pour déplacer une charge () d’un point @ a un point b est donné par :

W = Q(%_Va)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Si le potentiel V' meurt a I’infini, alors on peut écrire le travail nécessaire pour amener une charge de

I’infini a une position 7 :

W =QV(r)

(6.32)

Alors, le travail nécessaire pour assembler une distribution nanoscopique de charges est donné par :

1
W:—/deT'ze—O/ E?dr
2 14 2 Univers
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Attention : Cette expression divergera si elle est utilisée pour décrire des charges ponctuelles, car elles
sont présumées comme indivisibles.

Un champ magnétique n’effectue jamais de travail. (6.34)

Cependant, on peut associer un travail nécessaire a 1’assemblage d’une distribution nanoscopique de
courants :

1
W = / B%dr (6.35)
2:”0 Univers
6.12 Circuit électrique
Définition d’un courant :
d@
J gt 6.36
o (6.36)

Le signe négatif est dii a la définition conventionnelle du sens du courant.

On peut réécrire (6.36) comme :
(6.37)

ou A est la densité linéique de charges dans le circuit et v leur vitesse.
La différence de potentiel aux bornes d’un objet possédant une résistance R traversé d’un courant I est :

(6.38)

La puissance dissipée associée a cette différence de potentiel est :

aw
P=VI=RI"=— (6.39)
dt
La différence de potentiel aux bornes d’une source de courant est donnée par :
V:source =€ (640)
ou ¢ est la force électromotrice générée par celle-ci.
La différence de potentiel aux bornes d’un inducteur est :
dI
Vi =—-L— 6.41
L 7 (6.41)
ou L est son auto-inductance.
Le travail nécessaire pour y induire un courant est :
Wy = 12LI? (6.42)
La différence de potentiel aux bornes d’un condensateur est :
Q
Vo= = 6.43
c=G (6.43)
ou C est sa capacitance.
Le travail nécessaire pour le charger est :
We = 1/20V? (6.44)

Le courant induit dans un matériau de conductivité ¢ en présence d’un champ électrique E est donné
par la Loi d’Ohm :

J=cE (6.45)
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6.13 Inductance

Le flux magnétique a travers une boucle de courant 2 dii a une boucle de courant 1 est donné par :

(6.46)

ou M, est I'inductance, donnée par la formule de Neumann :

Ho dl—i i dl—é
My = My = 22 4
12 21 AT éléb n (6 7)

ou 77 est la position de dly par rapport a dls.
Le flux magnétique a travers une boucle de courant dii a son propre courant est donné par :

(6.48)

ou L est I’auto-inductance. Alors, on a que :

dI
= _L— 6.4
€ - (6.49)

est la perte de force électromotrice due a cette auto-inductance.

6.14 Equations de Maxwell dans la matiere

[1]|V-D = p; 6><E“:—§ (6.50)
1| V-B=0 6xﬁ:%+ff (6.51)
ot D est le déplacement électrique :
D=¢E=cE+P (6.52)
Et H est le champ magnétique complémentaire :
H=YuB=1u,B—M (6.53)

P est la polarisabilité ou densité de polarisation et M est la magnétisation ou densité de moment
magnétique.
On définit le courant de déplacement :

. dD
Jo=5r

Dans un matériau linéaire, sa perméabilité et sa permittivité sont liées a sa susceptibilité électrique x.
et sa susceptibilité magnétique X, par les relations suivantes :

(6.54)

€=¢,6 = €,(1+ Xe) (6.55)
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1= pottr = o (1 + Xm) (6.56)

ou €, et y, sont respectivement la permittivité relative et la perméabilité relative du matériau.

On aque c = \/% est la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques (vitesse de la lumiere)
dans le milieu de permittivité e et de perméabilité u. L’indice de réfraction de ce milieu est donné par :

NG (6.57)

On introduit les densités de charge surfacique o et volumique p, les courants surfacique K et volumique

—

J, ainsi que la notation suivante :

* ¢ pour "free" : ce sont les quantit€s dues aux charges libres, qui sont généralement controlées lors
d’expérimentations.

* , pour "bound" : ce sont des quantités dues aux charges liées au matériau, représentant générale-
ment la réponse de celui-ci a une certaine configuration.

* , pour "polarisées" : ce sont des quantités dues aux charges de polarisation du matériau, réprensen-
tant généralement aussi la réponse de celui-ci a une certaine configuration.

On a alors : R 4R
=05+ = L5+ K
T (6.58) L (6.59)
p=pr+pp J=Jr+h+Jp,
. op=P-h
pp=-V-P 660 S (6.61)
J_I; _ 6 ]\—4» ( . ) b= M xn
ff =V x HsiD = constante. (6.62)
. dpP
pr=V-D (6.63) o= (6.64)
Pour un diélectrique linéaire :
Py = _(1 f’x ) os (6.65)

6.15 Versions intégrales des-équations de Maxwell dans la matiere
@ = Qfine (6.66)

[—]
ol
Q.

I=—— [ B.da (6.67)

=]
S~

=

Q.
S|

C S
11 55 B-di=0 (6.68)
S
— = d — N
%H«dl:—/DdaJrIfmc (6.69)
c dt Js ’
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6.16 Conditions aux frontieres -
DX — D} =0 pl—pl=pl_ Bl (6.70)
H: — H = (M} — MY gl - 7l =y Ky x n (6.71)
oV, oV
—t — gt = — V.=V, 6.72
“dn ~ “dn o1 (6.72)
6.17 Diélectrique linéaire
La polarisation p peut étre définie en fonction de la densité de polarisation P:
p= / P(i") dr’ (6.73)
1%
ou la densité de polarisation est donnée par :
P=¢,x.E (6.74)

le travail nécessaire pour assembler une distribution mésoscopique de charges (voir (6.33)) est donné

par:

E = E/ E?dr
2 Univers

6.18 Matériau magnétique linéaire

La magnétisation m peut étre définie en fonction de la densité de magnétisation M :

M = / M (7" dr’
14

ou la densité de magnétisation est donnée par :

6.19 Equation de continuité

nt

Car on ne peut avoir de création spontanée de charges.

6.20 Force de Lorentz

La force exercée sur une particule portant une charge ¢ dans un champ électromagnétique :

— —

F.,=q(E+7x B)
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6.21 Vecteur de Poynting

Le vecteur de Poynting, indiquant la direction et la magnitude des transports d’énergie électromagné-
tique, est donné par :

S=FExH (6.80)

Dans des milieux linéaires, on peut exprimer les densités d’énergie €lectrique &.; et magnétique &;,qg
avec :

£ = §E2 (6.81)
32
gmag = Z (6.82)

Alors, on peut définir la densité d’énergie électromagnétique &, = &ei + Emag COMmMe :

Eem = Y2(E - D+ B- H) (6.83)

6.22 Théoreme de Poynting

Il correspond a I’équation de continuité pour 1’énergie :

= O dgem T
V.S=- —J- B 6.84
0 (6.84)
On a aussi la version intégrale :
L d
%S dad = —— (gem + gmec)dT (685)
s dt \%
ou &, est la densité d’énergie mécanique :
dgmec T -
=J B 6.86
o (6.86)

La puissance requise pour accélérer une charge ¢ jusqu’a une vitesse ¢ dans un champ électromagnétique
est donnée par :

awv . d
- —=qgE-v= | J-Edr=— mecd 6.87
Wi /V . dt/vs . (6.87)

6.23 Densité d’impulsion

La densité d’impulsion contenue dans un champ électromagnétique est donnée par :

—

Perm = eouogz eOE x B =

le CQi

(6.88)
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6.24 Densité de moment cinétique

La densité de moment cinétique contenue dans un champ électromagnétique est donnée par :

Lo =T X Pomy = €,7 % (E x B) (6.89)

6.25 Transformation de jauge

Il est possible d’altérer V' et A aT’aide d’un scalaire \ de facon a ce que les champs électromagnétiques
n’en soient pas affectés, en respectant ces conditions :

A=A+ VA (6.90)
d\
N Ve 6.91
Vi=V 7 (6.91)
Alors, on a que :
E’zﬁxff’zﬁx(ff%—ﬁA)zﬁX/f—i—ﬁxﬁ)\zﬁxgzé (6.92)

ou on a utilisé (3.33), puis :

. - dA’ - d\ d - = . _d\  dA  —d)
E' = _VV — SN v VRiah U o (L v/5 | QSN v VAT v i i v
W T VW YN E YRV T TV E T e
. dA . '
_VV -2 =F
dt

6.26 Jauge de Coulomb

On effectue une transformation de Jauge pour obtenir la condition de Coulomb :

V-A=0 (6.94)

On obtient alors des champs électromagnétiques respectant 1’équation de Poisson (voir (6.10)), méme
en présence de courants.

6.27 Jauge de Lorenz

En temps normal, les champs électromagnétiques ne sont pas invariants de Lorentz (voir (5.19)). Cepen-
dant, I’'influence des champs électromagnétiques sur les résultats globaux le seront. Pour mettre ceci en
lumiere, on peut utiliser la Jauge de Lorenz, respectant cette condition de Lorenz :

ﬁ-fﬂeouoﬁ =0 (6.95)

Et alors, les champs électromagnétiques pris s€parément seront invariants de Lorenz.
En découlent les potentiels retardés :

V() = — / P tn) (6.96)
o JV
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—

4

U

Aty =12 / ITot) g
|4

ou ¢, est le temps retardé :

et oll 1) est la position selon ¥ = 7 4 17j.

6.28 Equation d’onde

Les champs électrique le magnétique respectent les équations d’onde suivantes :

. d2E
VZE — EO,LLOW = 0
_ d*B
2 _

V B EOILLO dt2 -

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6.100)

6.29 Mapping entre le cas électrostatique et celui magnétostatique

Pour passer d’un probleme d’électrostatique a un probleme de magnétostatique, avec les conditions

suivantes :

pr=o05=K;=J;=0

On peut utiliser les mappings :

6.30 Preuve du développement dipolaire

Cas Electrique:

Proof. On utilise 7 = 7’ + 17 avec la figure 6.3.
Soit V(1) le potentiel total au point P :

P B o i
E o H €, < i,

Vi = [P = [ viar

dme, n

ou V;(77) est I’élément de potentiel dit a d7’ :

p()
4me,

Vi) =

(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

Supposons que P est loin de 1’objet, c’est-a-dire ||| < ||7]|. Alors, on peut utiliser 1’approximation

de Taylor du deuxieme degré :

Vi(ii) = Vi(r' = i) = Vi(r) = 7"

69
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V(i) = / 7) dr’ z/vm(yf)dr'—/vf’ﬁvi(mm’:
/V%dw—/v*’ Vi <H)}d’

On a que 7 et 7} varient selon la position de 1’élément de volume d7’, mais pas 7. De plus, V fait varier
7 et donc 7, mais pas 7’ (voir figure 6.3). Alors, p(7”’) ne varie pas non plus selon V et on peut réécrire :

V() ~ 47TG{ / (7) /rp( ). v(%) dr'} (6.108)

Ensuite, en utilisant 1’identité suivante :

Et on trouve :

(6.107)

L1 ;
v(—) S (6.109)
r r
On trouve : L .
7) ~ S opydr + L | ) dr 6.110
V(7) 471'60{7” Vp(r) T +T2 /VT p(7") dr'} ( )
d’ol :
. I Q p-r
%4 - 4+ — 6.111
(") 47reo{r + r2 } ( )

Avec (), le terme monopolaire et p, le terme dipolaire :

Qz/vp(F’) dr’

(6.112)
p= [ Folar
%
O
Cas magnétique:
Proof. On utilise encore 7 = 7 + 7 avec la figure 6.3.
Soit A(7) le potentiel-vecteur total au point P :
T Ho j(F/) / / T (= g
A(r :—/—dT = [ A;(7)dr (6.113)
M=t [ o A

ol A;(77) est I'élément de potentiel di & d7’ : Posons que a est le vecteur portant la direction de A; (7).
Alors, on suppose que P est loin de I’objet, ¢’est-a-dire ||7’|| < ||7]|. Alors, de la méme fagon on peut
utiliser I’approximation de Taylor du deuxieme degré :

A () = A(F = 7') = Ay(F) — 7' - VA(F) (6.114)
Et on trouve :
A7) = / i) dr’ ~/A‘(f)d7 —a/f'ﬁAi(f)dT':
v
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Encore une fois, V ne fait pas varier J(7”') et de plus, J(7') = a.J (7). Alors, Ensuite, en utilisant
I’identité suivante :

mNuO{ / T dr’ +_/ (7 )T dr') (6.116)

Cependant, J (7") est un courant stationnaire, ¢’est-a-dire :

/ J(F)dr' =0 (6.117)
1%

Ceci est d au fait qu’il n’existe pas de monopdle magnétique. Ainsi :

A7) ~ {/ (7 )T dr'y (6.118)

47?7‘2

Et il est possible de démontrer que :

~ 47rr2{ / (F)dr'} x 7 (6.119)
d’ou on tire:
= Ho - R
A= 4:W‘Zm X T (6.120)
Avec m, le terme dipolaire :
]_ —
m = —/ 7 x (F’) dr’ (6.121)
2 )y
O

6.31 Théoréeme de Helmholtz

N’importe quel champ vectoriel de 1’espace qui meurt a I’infini est complétement et uniquement défini
par la combinaison linéaire d’un champ purement radial et d’un champ purement azimutal.

Autrement dit, un champ radial et un champ azimutal forment toujours une base des champs vectoriels
de I’espace.

—

F(7) = aR(7) + bA(7) (6.122)

(6.123)

6.32 Echelles de grandeur

1. Macroscopique : Echelle de grandeur humaine.

2. Mésoscopique : Echelle intermédiaire, correspondant & quelques millions d’atomes, sous laquelle
on peut biffer la granularité atomique ainsi que les trés grandes variations de champs électromag-
nétiques dues a cette granularité.

3. Nanoscopique : Echelle de grandeur des atomes, située sous le nanometre.
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6.33 Objets particuliers

* Diélectrique : Objet subissant une polarisation en présence d’un champ électrique.

* Matériau magnétique : Objet subissant une magnétisation en présence d’un champ magnétique.
On en dénote trois catégories :
e Paramagnétique : Objet pour lequel les spins atomiques s’alignent en présence d’un champ
magnétique.
e Diamagnétique : Objet dans lequel un courant non dissipatif est induit en présence d’une varia-
tion de champ électromagnétique.
e Ferromagnétique : Matériaux dans lesquels des €lectrons non pairés interagissent : Il est alors
énergétiquement favorable pour ceux-ci d’aligner leurs spins, ce qui génere des domaines aiman-
tés de taille mésoscopique. Il faudra la présence d’un champ magnétique externe pour moduler
I’orientation de ces domaines mésoscopiques, mais des forces de friction sont présentes entre
ceux-ci, ce qui peut, dans certains cas, créer des aimants permanents.

e Electret : C’est I’équivalent électrique d’un aimant permanent, ¢’est-a-dire qu’il a une polarisation
permanente. Un tres long électret cylindrique peut étre traité comme un dipole pur, tandis qu’un
élecret cylindrique en forme de disque peut étre traité comme un condensateur chargé.

* Conducteur : Matériau dont les charges peuvent s’aligner et se déplacer sans perte d’énergie
significative. En présence de champs électriques au-dessous d’un certain seuil de puissance, on
aura :

e £ =0 partout a I’intérieur (principe de la cage de Faraday).

e I/ = constante a la surface du conducteur.

e IV = 0 a la surface du conducteur s’il est mis a la terre.

e Les lignes de champ de E seront toujours perpendiculaires a la surface du conducteur.

6.34 Principe de superposition

Pour E, B, V et 4, on peut superposer la contribution de chaque élément présent pour obtenir le total.

6.35 Théoreme d’unicité

Si une configuration donnée respecte les équations de Maxwell ou de Laplace ainsi que leurs conditions
aux frontieres, alors c’est I’'unique solution valide.

6.36 Meéthode des images

Lorsqu’on recherche E, B,V et A dans une région donnée, on peut ajouter des charges ou des courants
a notre guise a ’extérieur de cette région, a condition que les conditions aux frontieres de la région
restent inchangées. Alors, on obtiendra les mémes solutions aux équations de Maxwell. C’est une
conséquence directe du théoreme d’unicité.
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6.37 Résultats de plusieurs problemes

e Champ électrique dii a une charge ponctuelle :

E(r) = — 6.124
(") de, 12 ( )
e Champ électrique di a un plan infini de densité de charge uniforme o et de normale 7 :
B(R) =+ (6.125)
)= —MN .
2€,
e Champ magnétique dii a un plan infini parcouru par un courant de surface J et de normale 7 :
— _[_{‘ —
B:i“OT-(ﬁxK) (6.126)
e Champ électrique entre deux plans infinis et paralleles :
€o (6.127)
E.,=0
e Discontinuité du potentiel sur un plan infini :
8‘/ au 8‘/ as
haut | T rbas _ 2 (6.128)

on on €

e Champs électromagnétiques dus a un fil infini parcouru d’un courant I et de densité de charges linéaire
A, situé sur I’axe z en coordonnées polaires :

o 7 I -
B<7ﬂ) - 270T7’qj
. A\ (6.129)
E(r) = P
(r) 2me,r "
e Champ magnétique di a un solénoide situé sur 1’axe z dont la densité de tours est g :
Bj, = p,0l2
Jin = Mol (6.130)
B, =0
e Solution du courant dans un circuit RL avec une source de courant de force électromotrice ¢ :
I(t) = %{1 — e RHLY (6.131)

6.38 Distribution de charges polarisées

On peut la traiter comme un paquet de charges volumiques avec une contribution due a des charges de
surface :

Vi) = — {%ﬁdaur/ 2 a7’} (6.132)
s v

dme, Ui
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6.39 Symétries

Sphérique :
e Tout parametre ne peut dépendre que de r et non de ¢ ou 6, par invariance sous rotations
azimutale et longitudinale.

Cylindrique :
e Tout parametre ne peut dépendre de ¢, par invariance sous rotation azimutale.

Cylindre infini orienté en Z :
e Tout parametre ne peut dépendre de z, par invariance sous une translation en z.

Plan infinien z = 0 :
e Tout parametre ne peut dépendre que de z, par invariance sous une translation en x ou y

Solénoide en coordonnées cylindriques (p, ¢, z):
e En faisant une boucle d’ Ampere autour de z, si les fils sont tres serrés (o élevée), alors I, ~ 0
d’ou| By =0|
e Si on inverse le cylindre, on n’altere pas B,, mais on peut revenir a la situation de départ en
renversant le courant dans celui-ci, ce qui inverse B au total. Alors, B, = —B,d’ou| B, =0|

e Par symétrie cylindrique, 3 ne dépend pas de ¢ : | B(p, ¢, z) = B(p, 2) |.

e En faisant une boucle d’ampere carrée de coté L dans un plan de normale ¢ a I’extérieur du
solénoide, donc les coOtés paralleles a celui-ci sont respectivement a p = a et p = b, on a que

e = Oetalors [B(b) — B(a)]L = 0 d’ou B(b) = B(a) et on en tire que B ne dépend pas de p :

—

B(p,z) = B(z)|.

e Pour un solénoide trés long, il ne dépend pas de z non plus : || B(z) = B2 = cte
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Chapter 7
PHY 1620 Ondes et vibrations

7.1 Mouvement harmonique simple

Se dit du mouvement décrit par tout systeme oscillant dont la force de rappel est directement propor-

tionnelle a I’opposé du mouvement.

7.2 Oscillateur harmonique

L’équation d’un oscillateur harmonique s’écrit :

§g=—wwyq

La solution peut s’écrire :

q(t) = Cre™" + Coe ™" |ou | q(t) = Acos(wt — §)

(7.1)

(7.2)

L’énergie totale de 1’oscillateur est constamment transférée entre 1’énergie cinétique et potentielle de

facon a ce que 1’énergie totale soit constante :

1
T = §kA2 sin?(wt + )

1
U= §kA2 cos?(wt + )

1
Etot - 5]{3142

7.3 Superposition de mouvements harmoniques simples

Pour deux mouvements harmoniques simples ¢; () et g2(t) tels que :

q1(t) = Acos (wit + 90)
q2(t) = Acos (wot + 0)

La superposition ¢(t) = ¢;(t) + g2(t) donnera lieu a un battement :

W1 — W2

q(t) = 2Acos{ 5 t}cos{ t}

ou le premier cosinus représente 1’enveloppe a basse fréquence définissant le battement.

w1 +w2
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7.4 Oscillateur harmonique amorti

Son équation du mouvement :

La solution générale :

G+74+wg=0

q(t) = e’”t/Z[C’le\/f_ 0" + Coe™ \/TQ_Wgt]

7.4.1 Amortissement faible v < w,

W

1 -

kF=1.4x10°| |

AAAAAHAAAA;AAg

q(t)

Q=15
A=20
wﬂ=1DDHz

I
| i

-20

ILEAA

1 1 L 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Temps (s)

Figure 7.1: Oscillateur faiblement amorti. On
lation v = w, / Q.

[’équation du mouvement est :

1.0

a la re-

Ou de facon équivalente :

q(t) = Ae™ 2 cos(wat — 0)

Alors, I’énergie cinétique est donnée par :

T(t) = Sma(1)

2
1
=5 kA%e ’Vt{ + %sin (wat)}
0 0
1
T(t) ~ 5 kA%e 7 sin? w,t

et I’énergie potentielle :

1 1
U(t) = §kx2(t) = 51{:1426_7'5 cos? (wqt)

q(t) = e 201"t 4 Coe™ '] (7.10) | d’or on tire I’énergie totale :
ol |w, = w2—l2 (7.11) L o
¢ °© 4 ) E(t) = §krA et
On introduit le facteur de qualité :
w
Q==
2
d’ou on tire la relation :
1
2 2
W, = wo{l — r@

On a donc un amortissement critique lorsque w, = w, < Q = 1/2.

7.4.2 Suramortissement v > w,

q(t) = C’le*(%f\/ﬁwg)t + 0267(%4»\/%7“)0)25

2
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7.4.3 Amortissement critique 7 = 2w,

q(t) = Cleivtﬂ + Cgteipytm

7.5 Oscillateur entretenu

0.8

merm)

0.6

0.4

Amplitude A'{w)

0.2

w? ¢ TF
0.0

i Tt it P4

i i
0 50 100 150 200

Fréquence e(Hz)
Figure 7.2: Amplitude de réponse en fonction de la

fréquence w. On voit que la résonance a w = w, diverge.

[’équation du mouvement est :

G = —wlq+ kF, cos (wt) (7.22)

ou k est une constante en lien avec I’inertie du sys-
ttme (x = 1/m pour une particule).

(7.21)

C’est une équation du mouvement inhomogene,
dont une solution inhomogene est :

gi(t) = A'(w) cos (wt + &) (7.23)
| kE,

ou| A(w) = R (7.24)

et|o' = 10(w — w,) (7.25)

ou O est la step function. La solution a 1’équation
homogene est :
qn(t) = Acoswt + ¢ (7.26)

Alors, la solution générale sera q(t) = q;(t)+qn(t).

7.6 Oscillateur amorti et entretenu

G+ 74+ wiq = KF,cos (wt)

Dans le cas particulier § =¢(0)=¢(0)=0,ona:
q(t) = A'(w){cos(wt) — cos(w,t)}|  (7.27)
C’est I’équation d’un battement.
(7.28)

On a encore une équation inhomogene. La solution a 1’équation homogene représente le régime tran-
sitoire (voir (7.9)), qui disparaitra a long terme et la solution a I’équation inhomogene représente le

régime permanent. Pour celui-ci, on a :

kE

0

Gi(t) = Re { A’ (w)e' @t}

ou

et|tanod = (7.29)

V(W —

yw
w2

()_

w?)2 + 72w? w2

La fréquence w a laquelle I’amplitude A’(w) devient maximale est appelée la fréquence de résonance :

/ 1
W 1—TQ2

(7.30)

Alors, pour cette valeur de w, :

(7.31)
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(a) Amplitude de réponse. (b) Réponse du déphasage.

Figure 7.3: Dans le cas amorti, la résonance est déplacée telle que w, < w, et ne diverge plus.

La puissance dissipée par celui-ci en régime permanent, égale a la puissance requise pour maintenir les
oscillations a amplitude constante, est définie de fagon instantanée par :

dwW  Fdz 1wk F?sin (2wt)
Pt:—:—:F:—— 0 7.32
(t) dt dt v 2 w?-w? (7.32)
Alors, si on fait la moyenne sur une période, on obtient :
1 (7
< P>= —/ P(t)dt=0 (7.33)
T 0

ou 7 représente une période d’oscillation.
Pour le régime transitoire, on regardera le cas ol on a un amortissement faible. On connait la forme de
la solution :

qn(t) = Be"% cos (wat + ) (7.34)

Alors, la puissance dissipée instantanément est plutot :

, sin (wt) cos (wt) cosd — cos? (wt) sin §

P(t) = —kFjw N e (7.35)
0
d’ou
Cper KE? wsin & _ yw? A (w) (7:36)
2 \/(wg — w?2)2 + 422 2% ’
A la fréquence de résonance w,, on a une dissipation maximale :
F? F?
<P = o O (137)
2y 2w,
d’ou:
2 2
P
<pe= LS e (7.38)
V(W2 = 02)2 1202
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Figure 7.4: Solutions a I’équation de I’oscillateur harmonique amorti et entretenu. Aprés environs une seconde dans Le

régime transitoire, le systéme se stabilise et entre en régime permanent.

Pour () > 1, on a un pic tres étroit autour de w, pour la puissance dissipée :

< P >0 V2/4
< P>~ v/ (7.39)
(2 —w?)? +2/4
C’est le Profil de Lorentz, dont la largeur a mi-hauteur est donnée par :
w
Aw=ry=22 (7.40)
Q

On introduit 7 = % le temps d’amortissement caractéristique, d’ou on tire la relation de réciprocité :

(7.41)

La solution générale pour I’oscillateur amorti et entretenu est :

q(t) = B2 cos (wat + B) + A'(w) cos (wt — 0) (7.42)
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7.7 Correspondance entre les cas mécanique et électrique

Les équations différentielles d’un circuit RLC ou d’un systéme masse-ressort avec frottement ont la
méme forme. On peut alors faire 1’analogie entre plusieurs parametres des deux systemes :

Amortissement @ &

Constante de Rappel |k | <

Force Appliquée &

Lq(t) b dg(t) K F £Qt)  RAQ() 1 V.
— L P ) = =2 ¢ == — Q) = -2 t
i moar T o WE T = Ty T = g s
Déplacement | ¢(t) | < Charge | Q(t)
Inertie & Inductance

Résistance
Inverse de la Capacitance

Voltage Appliqué par la Source

w? =k/m|<

w? =11c

v =b/m

vy=R/L

T = 1/amg*(t)

T = 1L0(1)

=
=
=

U = 1/2kq’(t)

U = 1c)Q*(t)

7.8 Oscillateurs couplés

Soient les équations du mouvement de deux oscillateurs couplés :

d2§:2(t) + k1¢a(t) + k2{qa(t) — @(t)} =0
d2§;§t> + k1ap(t) — k2{qa(t) — a(t)} =0

(7.43)

(7.44)

Les solutions indépendantes entre elles sont appelées les modes normaux d’oscillation. On pourra alors
choisir un systeme de nouvelles coordonnées découplant les équations du mouvement, qu’on appellera
les coordonnées normales.

Les modes normaux présentent les caractéristiques suivantes :

1. Chaque partie mobile du systeme suivra un mouvement harmonique simple.

. Chaque partie mobile oscillera a la méme fréquence.
. Toutes les parties mobiles passeront par le point d’équilibre en méme temps.
. Il y aura autant de modes normaux que de parties mobiles.

. I n’y aura aucun transfert d’énergie entre les modes d’oscillation.
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Pour découpler les équations du mouvement, on utilisera le formalisme de 1’algebre linéaire en les ex-
primant sous la forme d’un systeme matriciel, puis d’une équation aux valeurs propres. Les vecteurs
propres de cette équation représenteront les amplitudes d’oscillation respectives des modes normaux et
les valeurs propres représenteront leur fréquence d’oscillation.

On réécrit les équations du mouvement (7.43) de la facon suivante :

B[ a8 o

Par la propriété 1 des caractéristiques d’un oscillateur harmonique, on suppose des solutions de la forme

qa(t) = Acos (wt + «) (7.46)
¢ (t) = Bcos (wt + «) (7.47)

En substituant dans (7.45) et en divisant par cos (wt + «), on obtient ’équation aux valeurs propres:

M = w*v (7.48)
avec :
M= {(k(l—; 2’3‘2) ( k(1 f?é)} (7.49)
U= {g} (7.50)
Pour la résoudre, on utilise 1’équation caractéristique (4.3) :
det (M —w?1) =0 (7.51)
d’ou on tire le polyndme caractéristique :
(W? =k — ko)> — k3 =0 (7.52)
On trouve alors les valeurs propres :
Wiy = (k1 + ka) £ ko (7.53)
En substituant dans 1’équation aux valeurs propres, on trouve les vecteurs propres :
a:AH} et @:AL;] (7.54)
On peut vérifier que v; et v, sont orthogonaux avec :
Uy | #£0 (7.55)

On peut aussi trouver la matrice de transformation S qui nous permettra de passer aux coordonnées
normales ¢,,; du systeme :

S=[0 0] (7.56)
G, =570 (7.57)
N 5 _ |4n1
ou (@ = |:Qb:| et @Q,= [qm} (7.58)
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Dans I’exemple présent, on trouve alors :

G = ; o (7.59)
Gz = (7.60)
7.9 Oscillateurs amortis et couplés
Soient deux oscillateurs couplés par un amortisseur dont les équations du mouvement sont :
% +w2qa(t) + { dq;it) - dq;it)} —0 (7.61)
Tll) | oty - el 00, (7.62)

[’amortissement ne changera en rien les vecteurs propres associés au systeme. On aura alors les mémes
coordonnées normales qu’en (7.59) pour découpler ces équations, qui nous permettront d’obtenir leurs
versions découplées :

d?q, (t

Zz ;2( ) + w2 (t) =0 (7.63)
d? g (t dgns(t

Zz ;2( ) + Wgna(t) + 27qd—2t() =0 (7.64)

Autrement, pour traiter ce probleme on devra passer par les nombres complexes. Utilisons la notation 2
pour les nombres complexes. Soient :

3, = Ae'! (7.65)
3, = Bet (7.66)
Avec :
qo = RNe{z,} (7.67)
qy — Re {Zb} (768)

En les remplacgant dans les équations du mouvement, on trouve :

(W2 + iy —&*)A —i@yB =0 (7.69)
(W2 +ivy — &*)B —iwyA =0 (7.70)

qu’on peut transformer sous la forme matricielle :

(W2 +idy — &°) (—idy) Al
(—ie) (WP tioy-o?)| (B =Y .71

Qui admet une solution seulement si le déterminant de la matrice est nulle, d’ou :
W — iy +ioy=0 (7.72)

0
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On trouve donc trois solutions complexes dont deux ont la méme composante réelle :

w1 =w, (7.73)
Wy = iy £ (/w2 — 72 (7.74)
Puis les vecteurs propres :
. 1
L= A L} (7.75)
. 1
Uy =A {_1} (7.76)

Ce qui équivaut aux résultats trouvés précédemment.

7.10 Oscillateurs amortis, couplés et entretenus

Soient deux oscillateurs couplés subissant chacun un amortissement respectif et entretenus par une force
oscillatoire dont les équations du mouvement sont :

2
! 3;(75) +Wlqa(t) + vdqgf) + w{q.(t) — @(t)} = KF, coswt (7.77)
d?qp(t dgy(t

B0 1 w20+ 2,0 - a0y =0 778

On aura les mémes modes normaux, coordonnées normales et directions de vecteurs propres que dans
la section précédente. Les équations découplées s’écrivent alors :

d2Qn1(t) din (t> 2

02 + 7 + W G (t) = KF, coswt (7.79)
d?qs (1 dg,s(t

Zl;( )4 7 ;t( ) 4 {w? + 2w} gua(t) = KF, coswt (7.80)

Les solutions aux équations inhomogenes correspondant au régime permanent dans les coordonnées

normales seront :

gni(t) = Aj(w) cos (wt —0;)| ol wy =w, et wy= /w2422 (7.81)
etou :
Aj(w) = it (7.82)
V(WF — w?)? +7%w?
qu’on peut associer aux solutions dans les coordonnées ordinaires :
qa(t) = A”(w) cos (wt — d,) q@(t) = B"(w) cos (wt — dy) (7.83)
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avece ©

A(w) = Yoy J AR + AR + 24, A} cos (6, — b)

B"(w) = Yoy J AR + A2 — 24, Ay cos (5, — )

tand, =

Al sin 61 + A} sin b,
Al cos §y + Al cos iy

tan d, =

A sin 9y — Al sin dy

A cos 6; — Al cos dy

W,

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)

1500

100D

Amplitude A'(ew)

500

kF=1.4x10°

Q=15
wy= 100 Hz
.= 50 Hz

sl 106 120

Fréquence w(Hz)

140

Figure 7.5: Le phénomeéne de résonance est plus fort a de plus basses fréquences. Ceci est dii au fait qu’a w = wo, les

pendules sont hors phase, contrairement a w = wj.

7.11 Oscillateurs couplés a N composantes

On a la méme forme pour les équations d’oscillations transversales que pour celles d’oscillations longi-
tudinales. Soit p I’indice référant a une des parties mobiles du systeme (1 < p < N). On aura alors N

équations du mouvement de la forme :

qup (t)
dt?

+ 205y (t) — wy{gpai () + o (1)} = 0

Avec les conditions aux frontieres :

4 (1) = gy, (t) =0
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On aura des solutions de la forme :

qy(t) = A, cos (wt) (7.90)

On substitue (7.90) dans I’équation du mouvement (7.88) et on divise par cos (wt) pour trouver :

Ap(2w? — w?) — WAy + Ap1) =0 (7.91)
At Ay 2 _ . (7.92)
A, w2

En observant les conditions aux frontieres (7.89), on peut supposer que les solutions sont de la forme
sinusoidale :

A, = Csin (pf) (7.93)

. Apir+ Ay __ sin ({p + 1}9) +sin ({p — 1}0) = 2cosf (7.94)
A, sin (p0)

On obtient donc une constante ne dépendant pas de p, ce qui permettra de satisfaire (7.91). Ensuite,
(7.89) impose :

nmw
0= N 7.95
N+1’ ne (7.95)
d’ou :
) pnm
Ay, = Cysin <N n 1) (7.96)
Avec (7.91), (7.93) et (7.96), on trouve alors :
_ nm
Wn = QCUO S (m), n e N (797)
Et alors (7.90) devient :
. pnm
Qpn(t) = Cpsin (N——i-l) cos (wyt + ) (7.98)

On a alors exactement /N modes indépendants les uns des autres.

7.12 Cas Limite N — oo

Wy nT
li = — 7.99
Nosomen " T N+ 1 (7.99)
Dans le cas d’une corde soutenant N masses distances de [, on a que la longueur de la corde est :
L= (N+1) (7.100)

85



J.Gagné VII Ondes

et vibrations Bible de la physique v1.2

Alors, la densité de masse du systeme est :

M Nm
. m
,J&lir(l)o,uN =7 (7.102)
d’ou:
T
w = (7.103)
L\ p
ou 7’ est la tension dans la corde. On peut alors définir la fréquence du mode fondamental :
m |T
=—4/— 7.104
Jwn = nw, (7.105)
On introduit une variable continue x = pl d’ou :
qn(z,t) = Cy sin (?) cos (wpt), neNN (7.106)
7.13 Equation d’onde classique
7.13.1 Pour une corde tendue
ment de Taylor :
d T+dT
TR F,~Tdo (7.109)
| B+dE F,~0 (7.110)
I
S I : La deuxieme loi de Newton implique :
X s+ F, = ma, (7.111)
Figure 7.6: Schéma d’un segment de corde. 02y
Tdf = ,udxﬁ (7.112)
On prend en compte un segment de la corde qui t
subit une force de tension 7" aux Qeux extrémités. Cependant, on a que tanf = dy/dz et on peut
La force totale que le segment subit est : donc dériver (7.111) par rapport a = sans oublier
F,=Tsin (0 + df) — T'sind (7.107) | que 6 = 6(x) :
F, =Tcos (0 +df) — T cosf (7.108)
. . 2,00 0%
Pour de petits angles 6, on peut faire un développe- sec 9% = 52 (7.113)
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qu’on insere dans (7.111) :

Py _pdy
or2 T Ot2

C’est I’équation classique d’une onde se propageant a une vitesse :

T
V=4[]
I

7.13.2 Equation d’onde classique

Py t) 1 0Py(a,1)
orz w2 Ot2

En cherchant des solutions de la forme y(z,t) = f(x) cos (wt) on trouve :

82 2
D s

f(z) = Asin (%)

Et on solutionne pour trouver :

En appliquant les conditions aux frontieres pour une corde fixée, on trouve :

wlL

=

ol
et

nmw

d’ol:

On a finalement :
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7.13.3 Solution de I’équation d’onde par séparation des variables

En posant :

y(x,t) = X(x)T(t) (7.125)

On trouve :

L &*T() v & X(z)
T() a2 X(x) dz2 (7.126)

oll —w? est une constante posée arbitrairement. On en tire la solution :

y(x,t) = Asin (kx + 3) cos (wt + «) (7.127)

7.13.4 Equation d’onde classique en trois dimensions

1 &%q(z,y,2,1)
2 s Iy~
Viq(z,y, 2,t) = 2 o2 (7.128)

7.14 Onde stationnaire

Une onde stationnaire peut étre réexprimée comme la somme de deux ondes progressives voyageant a
vitesse v en sens opposes :

Yn(x,t) = A, sin (?) cos (wyt) (7.129)
1 2 1 2
Coyn(x,t) = §An sin )\—:(a: —ot)| + §An sin )\—:(x + vt) (7.130)
Avec \,w, = 27v.
7.15 Onde progressive
En général, on peut écrire une onde progressive sous la forme :
y(x,t) = Asin (kx — wt) (7.131)
On définit sa vitesse de phase comme :
w
vp =T (7.132)

On nomme w(k) la relation de dispersion. Si la vitesse de phase de dépend pas de la longueur, d’onde on
a un milieu non-dispersif. Dans les autres cas, le milieu est dit dispersif, car un paquet d’onde, composé
de plusieurs ondes progressives de différentes longueurs d’ondes, aura tendance a se disperser dans un
tel milieu.
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Pour une corde tendue idéalisée, on a un milieu non-dispersif :
w(k) =4 —k (7.133)

ou 7' est la tension dans la corde et ;. sa densité de masse. Pour une corde de piano, on a un milieu
dispersif :

T
Wi k) ~ —k* + ak? (7.134)
L
La superposition de deux ondes progressives dont les vecteurs d’onde sont rapprochés produit un batte-
ment selon :

(it ko) (e ‘2“"2% (7.135)

sin

y(:z:,t) = 2A cos (kl ; k)2>$ — (wl ;w2)t]

Le premier terme représentant I’enveloppe. On définit la vitesse de groupe comme la vitesse d’un point
fixe sur cette enveloppe. Pour la trouver, on pose donc que le terme correspondant a 1’enveloppe de
I’onde est égal a une constante £ :

(k1 — ko) (w1 — wy)

_ _ 1
3 5 % 5t (7.136)
On a que :
%3 %3
— 5y St = 7.137
d& 9 x+atdt 0 (7.137)
On en tire donc :
G 5 £2) g (1 5 “2) 4 0 (7.138)

Puisque les vecteurs d’onde different peu, on peut réexprimer (7.138) ainsi :

dkdr —dwdt =0 (7.139)
d’oul on tire directement :
dr dw
- _ .14
YT T dk (7.140)

En général, la vitesse de groupe est plus petite que la vitesse de phase dans un milieu dispersif, mais ce
n’est pas toujours le cas. Dans un milieu non-dispersif, on a toujours v, = v,,.

7.16 Energie d’une onde progressive

La densité d’énergie cinétique associée a une onde progressive est :

1
dT = §uy2daﬁ (7.141)
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Tandis que la densité d’énergie potentielle due a I’ étirement s’écrit :

1, .dy
dU = ~T(->)*d 7.142
2 (dx) v ( )
Si on integre ces quantités sur une période spatiale P, on trouve :
2A2
Ty = P (7.143)

7.17 Energie d’une onde stationnaire

Pour un mode n d’une onde stationnaire, on peut trouver :

MA2 2 32
7, = MA@, i (wnl) (7.144)
4
Ainsi que :
MA2w2 cos?(wt
U, = "”"ZOS (nt) (7.145)

On voit donc qu’il y a un échange continuel entre I’énergie cinétique et I’énergie potentielle. L’énergie
totale est :

M A2 2
E, = —nn (7.146)
4
7.18 Analyse de Fourier
L’ équation de mouvement pour la corde tendue est donnée par :
= nmx
) =S"A,si (—) t—o, 7.147
y(x,t) nz:% sin ( —— ) cos (nw, ) ( )
On peut exprimer ceci sous la forme d’une série de Fourier dans [’espace en fixantt =1, :
B, = A, cos (nw,t, — d,) (7.148)
d’ou:
= nmwx
~ N "B, si <_) 7.149
() ; sin (=7 (7.149)
On peut aussi I’exprimer sous la forme d’une série de Fourier dans le temps en fixant x = z :
Co = Aysin (“72) (7.150)
L
d’ou :
y(t) = Z C,, cos (nw,t — 0,) (7.151)
n=0
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Par le théoréeme de Fourier, toute fonction périodique et intégrable dont la période est P peut s’écrire :

 P— 2nmx . [(2n7mx
y(x) = 5 T ;{An cos ( ) + B, sin < 5 )} (7.152)
avec :
2 [P 2
A, = 5/0 y(z) cos ( 7;;””>dx (7.153)
2 (7 2
B, — 5/0 y(x) sin( T)dx (7.154)
On peut exprimer (7.152) sous la forme complexe :
yla) =2+ i Ce2inmelP (7.155)
2 n=—oo
Avec :
1 (7 :
Ch=— / y(x)e? /P dy; (7.156)
P 0

7.19 Transformée de Fourier

On peut représenter toute fonction intégrable, méme celles qui ne sont pas périodiques, par 1’intégrale
de Fourier dans [’espace :

f(z) = \/% / A(k)e* ™k (7.157)
1 o ,
Alk) = — —mkeg 7.158
0= o= [ fae s 1.158)
Ou par I'intégrale de Fourier dans le temps :
1 > iwt
1 o ,

Si f(x) représente un paquet d’onde d’une largeur Az = 2L, la transformée de Fourier retournera une
distribution A(K') d’une largeur spécifique Ak = 7/ L, d’ou la relation de réciprocité :

(7.161)
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7.20 Interférence entre deux sources ponctuelles

Soient deux sources S; et S, séparées d’une distance d dont leur centre est 4 ’origine. A un point 7(r, )
en coordonnées polaires, tel que > d, on aura :

wdsin 6

y(r,0,t) = 2A, cos ( ) cos (kr — wt) (7.162)

On aura des maxima d’amplitude aux points tels que I’interférence est constructive :

dsin @ B
=

n, ot neN (7.163)

Puis des minima d’amplitude aux points telsque 1’interférence est destructive :

ot nelN (7.164)

7.21 Interférence et diffraction

Sion a N sources séparées chacune d’une distance d, alors I’interférence résultante aura la forme :

: Nmdsin 0
S1n ( 3 )
: wd sin 6
s (2520)

Dans le cas d’une fente de largeur D, on peut trouver la diffraction résultante en faisant tendre N — oo
et d — 0 avec Nd = d dans I’expression (7.165). On en tire :

y(r,0,t) = A(r) cos (kr — wt) (7.165)

7Dsin6
A

y(r,0,t) = A(r) sinc ( ) cos (kr — wt) (7.166)

Si on est en présence de N fentes de largeur D séparées d’une distance d dont la fréquence d’émission w
oscille trop rapidement pour le temps de moyennage du détecteur (c’est le cas pour 1’oeil et la lumiere),
alors on peut écrire I’intensité a une distance fixe et moyennée sur plusieurs périodes comme :

.5 [sin(Nd/2)72
1(8) = I, sinc a[—NSm i /2)} (7.167)
ot |a= P50 (7.168)
A
5— 2wdsin 0 (7.169)
B
et 1(0) oc y(6)? (7.170)
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Chapter 8

PHY2810 Meécanique quantique

8.1 Postulats Fondamentaux

: Définition de I’état quantique. La connaissance de 1’état d’un systeme quantique est complete-
ment contenue, a I’instant t, dans un vecteur normalisable de I’espace de Hilbert 'H. 11 est habituellement
noté sous la forme d’un ket : |(t)).

: Principe de Correspondance. A toute propriété observable correspond un opérateur hermitien
linéaire, nommé observable, agissant sur les vecteurs de I’espace de Hilbert H. Ceux-ci sont définis par
des regles de construction qui reposent sur un principe de correspondance avec la mécanique classique.

: Mesure d’un observable. La mesure d’une grandeur physique représentée par un observable A
ne peut fournir que 1’une des valeurs propres a,, de 1’opérateur A associé :

A|an> = an|an>

les vecteurs propres |, ) représentent 1’état quantique du systtme immédiatement apres la mesure.
Ceux-ci sont complets et forment une base orthonormée de I’espace de Hilbert.

: Interprétation probabiliste de la fonction d’onde. Le produit scalaire d’un état quantique nor-
malisé et d’un autre vecteur (qu’il appartienne ou non a H) fournit une amplitude de probabilité, dont
le carré correspond a une probabilité ou une densité de probabilité.

: Réduction du paquet d’onde. Si, lors d’une mesure d’une grandeur physique A dans un systeéme
quantique, on obtient une valeur propre a,, de celle-ci associée a un état |«,), alors ’état du systeme
immédiatement aprés la mesure est projeté sur le sous-espace propre associé a |a,).

: Evolution temporelle de I’état quantique. L état |®, ¢) de tout systeme quantique non-relativiste
est une solution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps :

o R
h— |P,t) = H|D,t
ih 9,) = H |,1)
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8.2 Dualité Onde-Particule

On définit la longueur d’onde d’une particule par la longueur d’onde de De Broglie :

Aol (8.1)
p

ou p est sa quantité de mouvement et A la constante de Planck.
On peut réécrire son impulsion comme :

p = hk (8.2)

ou k est son vecteur d’onde. L’énergie cinétique pour une particule libre peut donc étre définie comme :

n2k?
E = (8.3)
2m
8.3 Dispersion d’un paquet d’ondes gaussien
Soit un paquet d’ondes gaussien de la forme :
2 —a(x—ﬁ,ko/t/m)2
a2+h2t/m?2
W, t) = = (8.4)
a2 + h2t22
Sa largeur en fonction du temps est donnée par :
45t2
Az(t) = 2y/a /1 + 52 ou (8.5)
o
0*w(k)
= 8.6
g 952 (8.6)

8.4 Equation de Schrodinger

On définit la fonction d’onde ¥(x,t) telle que la probabilité de retrouver un systéme quantique entre
xr = aetx = bestdonnée par :

Plzcla b} = / U (2, 1) Pz 8.7)

La dépendance spatiale et temporelle de 1’état W (x, t) d’un systéme quantique est définie par I’équation
de Schrodinger :

oV(x,t)  h* PV(x,t)

ih ot T 2m 02

V(2 t)U(z,1) (8.8)
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ou V(x,t) est le potentiel auquel est soumis le systtme. Dans le cas d’un potentiel indépendant du
temps, on a une solution séparable :

W, t) = P(x)e(t) (8.9)

On en tire la solution temporelle :

pn(t) = e "Pnt/0 (8.10)

ou I, est I’énergie propre de I’état n du systeme,
puis [’équation de Schrodinger indépendante du temps :

1 0P()

2m  Ox?

+ V(x)Y(z) = Ev(x) (8.11)

Si V(x) > E lorsque x — o0, on aura des solutions discretes :

Y(@) =) cntty(x) | oin € N (8.12)
n=0
Sinon, on aura des solutions continues :
/ f(q)u(g,z)dg|ol g € RT (8.13)
0

ou f(q) représente une fonction de normalisation. Il est possible d’avoir des solutions mixtes, consti-
tuées d’une combinaison linéaire de (8.12) et (8.13).

A chaque état propre u, () sera associée une énergie propre F,,.
Attention ! : Méme si u;(z) et uz(x) sont des solutions de I’équation (8.11), ayu;(z) + agus(x) ol

«; sont des constantes n’est pas nécessairement une solution, sauf si u;(z) et ug(x) sont dégénérées,
c’est-a-dire si elles posseédent la méme valeur propre \;.

8.5 Propriétés des fonctions propres

1. Elles sont orthogonales entre elles lorsque non dégénérées sur la méme valeur propre A:

(ui(x)|uj(x)) = /00 w;(x)uj(z) de = 0;5|si A\ # A, (8.14)

—00

2. Elles forment une base complete de 1’espace d’Hilbert :

|un () (un ()| = 1 (8.15)

3. Sion aune dégénérescence, alors les /V fonctions propres qui sont dégénérées sur la méme valeur
propre A ne seront pas nécessairement orthogonales, mais elles seront une base d’un sous-espace
a N dimensions.
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8.6 Normalisation

La probabilité de trouver un systéme dans un état quelconque doit étre de 100%. On doit donc normaliser
toute fonction d’onde, tel que :

/OO U (z, 1)) de =1 (8.16)

oo

En général, on pose donc V(z,t) = A(x)p(t) et on choisit A pour respecter (8.16). On a aussi les
propriétés suivantes :

1. Une foncion d’onde non normalisable ne correspond pas a une situation physique.

2. Lanorme de W(x,t) est préservée par la partie temporelle de 1’équation de Schrodinger. Ainsi, il
suffit de normaliser ¢/(z) en ne tenant pas compte de ().

8.7 Postulat de I’expansion

L’évolution dans le temps d’une fonction propre w,, () discréte du hamiltonien est donnée par :

Un (2,1) = Un () - Gp(t) = un(x)e /™| d’ o1 on tire ;| U(z,t) = Z ot () Ent/R | (8.17)
n=0

ou u,(x) représente un état d’énergie F, physiquement accessible au systeme. Le coefficient |c,|?
représente la probabilité que le systeme se trouve dans cet état.

On peut obtenir les coefficients ¢, par une projection orthogonale :

(8.18)

(8.19)

8.8 Propriétés des opérateurs

1. Seuls les opérateurs linéaires sont permis en mécanique quantique, puisque I’équation de Schrédinger
est linéaire.

A{bf(x) + eg(x)} = bA{f ()} + cA{g()} (8.20)

2. Seuls les opérateurs hermitiens sont permis en mécanique quantique, pour que leurs valeurs pro-
pres soient réelles.

At=A (8.21)

3. Deux opérateurs qui commutent ont des fonctions propres communes. Notez qu’en général, deux
opérateurs différents ne commutent pas.
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8.9 Commutateur

On définit le commutateur de deux opérateurs comme :

A A A A

[A,B]= AB — BA (8.22)

avec les propriétés suivantes :

8.10 Valeur moyenne

La valeur moyenne d’un observable a prise sur plusieurs systemes préparés identiquement est donnée
par :

(a) = (WJAD) = / " (@) Aa) da (8.23)

ou A est I’opérateur associé a 1’observable en question. Cette valeur moyenne représente aussi la valeur
qui est la plus probable de mesurer pour un tel systeme.

8.11 Valeur moyenne par le postulat de I’expansion

En appliquant (8.23) au postulat de I’expansion (8.18), on obtient :

(@) = |enl*an (8.24)
n=0

ou a,, est la valeur propre associée a la fonction d’onde ,,.

8.12 Parité

L’ opérateur de parité est défini comme :

P{f(2)} = f(~) (8.25)

On a donc des fonctions propres A telles que :
P{f(z)} = M(z) = f(~2) (8.26)
P{P{f(x)}} = N[(2) = f(2) (8.27)

Ainsi, on a deux cas possibles pour satisfaire 2 \2 = 1 :
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1. A =1et f(x) est une fonction paire.
2. A= —1et f(x) est une fonction impaire.

Les fonctions propres de P (ou les fonctions strictement paires et impaires) engendrent tout I’espace de
Hilbert, car toute fonction de carré intégrale peut s’écrire dans cette base :

f(x) =21+ P){f(2)}} + /21 = P){f(2)}} (8.28)

ou le premier terme est pair et le deuxieme impair. De la troisiéme propriété des fonctions propres, on
peut tirer le raisonnement suivant :

Si le potentiel V (x) est symétrique, alors le hamiltonien Hetl ‘opérateur parité P commutent, il en
découle que ces deux opérateurs ont des fonctions propres communes : Les fonctions propres du hamil-
tonien seront strictement paires ou impaires. Aussi, si V(x,t) est solution de I’équation de Schridinger,
U(—x,t) le sera aussi.

8.13 Espace de représentation des états propres

Dans I’espace des positions, qu’on appelle aussi I’espace réel, on a les fonctions propres :
1. 2u,(x) = xpun () = uy(z) = 6(z — x,)
2. P () = pptn () = up(x) o< eP/h
3. Huy(z) = Eyun(2) = uy(2) dépend de V()

Dans I’espace des impulsions, qu’on appelle aussi 1’espace réciproque, on a les fonctions propres :
1. Zu, (1) = 2u,(7) = up(x) o /P
2. pun(x) = potin(r) = un(x) = 6(p — pn)
3. Huy(x) = Eyun(z) = up(z) dépend de V (p)

8.14 Transformées de Fourier entre I’espace réel et ’espace ré-
ciproque

On peut passer de 1’espace réel a I’espace réciproque par une transformée de Fourier :

1
vV 2mh

On peut aussi passer de 1’espace réciproque a I’espace réel par une transformée de Fourier inverse :

o(p) =

/ h U(z)e P/ dg (8.29)

1

/ h o(x)e™™/ ™ dp (8.30)

— A suivre... —
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Chapter 9

PHY?2215 Thermodynamique et statistique

9.1

10.

11.

12. ny =

Notions de probabilité

. (%) : Nombre total de systemes dans 1’ensemble X..

. Q(X) : Nombre total de systemes dans 1’état X.

P(X) = limg)—oo g((x)) Probabilité de retrouver un systetme donné de I’ensemble X dans 1’état
X.
P(X|Y) = P(X)+ P(Y) : Probabilité de retrouver un systeme dans 1’état X ou Y.

. P(X®Y)=P(X)-P(Y) : Probabilité¢ de retrouver un systeme dans 1’état X ainsi qu’un autre

systeme dans I’état Y, pour un ensemble de deux systemes.

ZM P(X;) = 1: Condition de normalisation. M est le nombre d’états accessibles pour
I’ensemble de systemes.

. Py(ny) = Cﬁ’; p™ ¢V =™ : Probabilité de retrouver n, systtmes dans un état de probabilité p

ainsi que tous les autres systemes dans le seul autre état de probabilité ¢, pour un ensemble de N
systemes. C, est le coefficient d’expansion binomiale (voir (17.73)).

M . ; X
. =Y. , P(u;)u; : Valeur moyenne d’un parametre .

flu) ="M P(u;) f(u;) : Valeur moyenne d’une distribution f (u).

Ofu) = \/(f(u) — f(u))? : Ecart-type d’une distribution f(u).

0n, = v/Npq : Ecart-type d’une distribution binomiale. p est la probabilité de se retrouver dans
le premier état et ¢ dans le deuxieme. N est le nombre de systemes dans 1’ensemble.

Np : Nombre moyen de systemes dans 1’état de probabilité p, pour une distribution binomi-
ale contenant N systeémes.

9.2 Ensembles Statistiques

Il existe plusieurs fagons de traiter un systeme physique a I’aide de la mécanique statistique. Pour
chaque systeme physique, I’un de ces ensembles sera plus commode:
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9.2.1 Ensemble microcanonique

Dans I’ensemble microcanonique, on considere les quantités suivantes comme constantes lors d’une
mesure, dans un intervalle de précision donné:

» F: L’énergie
* V: Le volume
* N: Le nombre de particules
On peut se représenter un tel systtme comme 'une de deux chambres a gaz, séparées par une cloison

étanche mais laissant passer la chaleur, ce systeme complet étant isolé du reste de I’ Univers.

9.2.2 Ensemble canonique

Dans I’ensemble canonique, on considere les quantités suivantes comme constantes lors d’une mesure,
dans un intervalle de précision donné:

o T: L’énergie
* V: Le volume
* N: Le nombre de particules

On peut se représenter un tel syst¢tme comme une petite chambre a gaz, annexée a une immense chambre
a gaz par une cloison étanche mais laissant passer la chaleur, ce systeme complet étant isolé du reste de
I’Univers.

9.2.3 Ensemble grand-canonique

Dans I’ensemble grand-canonique, on considere les quantités suivantes comme constantes lors d’une
mesure, dans un intervalle de précision donné:

o T: L’énergie
e V: Le volume

On peut se représenter un tel systeme comme une petite section virtuelle d’'une chambre a gaz beaucoup
plus grande. Ainsi, la chaleur et les particules physiques peuvent traverser librement la cloison virtuelle
ainsi définie.

9.3 Théoremes et concepts généraux

9.3.1 Théoreme de la limite centrale

Peu importe le type de mesure effectuée, si 1I’échantillon est suffisamment grand, on obtiendra une
distribution gaussienne.
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9.3.2 Définition du gaz parfait

C’est un gaz dont I’énergie des interactions intermoléculaires sont négligeables face a leur énergie ciné-
tique.

9.3.3 Le postulat fondamental de la mécanique statistique

Un systeme donné a une probabilité égale de se retrouver dans n’importe lequel de ses états accessibles.

9.3.4 Le bilan détaillé

La probabilité de transition d’un état A vers un état B est égale a la probabilité de transition de |’état B
vers ’état A.

9.3.5 Théoreme H de Boltzmann

Tout systeme évoluera seulement en direction d’un équilibre, peu importe [’état initial.

9.3.6 Temps de relaxation

Le temps de relaxation est défini comme le temps nécessaire au systeme pour atteindre celui-ci. 1l
dépend de la nature des interactions entre ses constituants.

9.3.7 Reéversibilité

Les lois microscopiques de la physique sont toujours réversibles dans le temps. Cependant, a 1’échelle
macroscopique, une combinaison d’un nombre colossal d’interactions réversibles peut donner lieu a un
phénomene qui soit lui-méme globalement irréversible. D un point de vue statistique, ceci représente
un phénomene dont la réversion soit tellement improbable que sa considération est rejetée.

9.3.8 Procédé quasi-statique

Un procédé est quasi-statique si les changements d’états causés par celui-ci se font sur une échelle de
temps tres grande par rapport au temps de relaxation du systeme associé€ a ces changements d’états. En
d’autres mots, a chaque instant le systeme aura le temps d’atteindre un nouvel équilibre.

9.3.9 Différentielles exacte et inexacte

On définit la différentielle exacte dA comme une variation infinitésimale d’un parametre A. On peut
associer des valeurs indépendantes A; et A, au parametre A, différant d’une quantité infinimésimale et
telles que:

dA = Ay — A4 9.
On définit plutdt une différentielle inexacte dA’ comme une quantité infinitésimale (et non pas comme

une variation). Ainsi, on ne peut pas établir de relation semblable a (9.1). Une intégrale sur une dif-
férentielle inexacte dépend toujours du parcours d’intégration, contrairement a la différentielle exacte:
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bo b3 ba b3
7&@4 =0 / dA + / dA =1 » dA’ + / dA' =1 9.2)
b1 b b1 by
%dA’ £0 9.3)
9.4)

9.3.10 Facteur intégrant

Un facteur intégrant est une fonction 7, dépendant du chemin d’intégration, qui ramene une différentielle
inexacte le long d’un chemin d’intégration tel que:

aA

T

0 9.5)
Ainsi, la quantité:
dB = — (9.6)

devient une différentielle exacte.

9.3.11 Parametres extensifs

Les parametres extensifs décrivent des quantités proportionnelles a 1’échelle de grandeur du systeme.
Exemples : V, E.

9.3.12 Parametres intensifs

Les parametres intensifs décrivent des quantités ne dépendant pas de 1’échelle de grandeur du systeme.
Exemples : p, T'.

9.3.13 Principe zéro de la thermodynamique

Si deux systemes pris individuellement sont chacun en équilibre thermique avec un troisieme systeme,
alors ils le sont aussi entre eux.

9.4 Travail et chaleur

9.4.1 Premiere loi de la thermodynamique

Soit () une quantité de chaleur qu’un systéme extrait de son environnement, W un travail effectué par
le systeme en question et sur son environnement et AE' le changement d’énergie interne moyenne du
systeme, on a que:

AE=Q—-W 9.7)
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Dans le cas d’un procédé quasi-statique, on peut écrire:

dQ = dE + dW 9.8)

Ou le symbole d représente une différentielle inexacte.

9.4.2 Fonctions d’état

Ce sont des quantités dont la variation ne dépend que des états initial et final du systeme, mais pas des
états intermédiaires. Avec (9.2), on peut exprimer leur variation infinitésimale par une différentielle
exacte. Exemples : F/,P,V.,T.

9.4.3 Parametres externes

Ce sont des contraintes imposées a un systeme qui vont jouer sur son équation d’état. Les niveaux
d’énergie microscopiques en dépendent directement.
Exemples :

e V: Le volume

—

e g: La gravité

* E: Le champ électrique

e B: Le champ magnétique

9.4.4 KEtat microscopique

Celui-ci est décrit par un ensemble de parametres décrivant individuellement et entierement le mouve-
ment et I’évolution des composantes microscopiques d’un systeme.

9.4.5 Etat macroscopique

Celui-ci est décrit par un ensemble de parametres externes décrivant le comportement statistique des
composantes microscopiques d’un systeme et desquels on peut déduire I’évolution globale de celui-ci.
Il est a noter que plusieurs états microscopiques peuvent donner lieu au méme état macroscopique.

9.4.6 Interaction purement thermique

Dans ce type d’interaction, les paramétres externes demeurent constants, mais les systémes en jeu sont
libres de s’échanger de la chaleur. Puisque les parametres externes ne changent pas, le systeme ne peut
effectuer aucun travail sur son environnement et vice-versa. On en tire:

W =20 9.9)

Ainsi, la premiere loi de la thermodynamique devient:
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AE=Q (9.10)

D’un point de vue microscopique, ceci revient a dire que les particules se redistribuent différemment
sur les niveaux d’énergie accessibles du systeme a mesure que £ varie, mais les valeurs de ces niveaux
d’énergie ne changent pas.

9.4.7 Interaction adiabatique ou purement mécanique

Dans ce type d’interaction, il ne se produit aucun échange de chaleur, mais un systeme peut travailler
sur son environnement aux dépends de son €nergie interne, ou vice-versa. Ce travail fera alors varier
les parametres externes, ce qui aura une incidence directe sur les valeurs des niveaux d’énergie internes.
On a donc:

Q=0 ©.11)

Ainsi, la premiere loi de la thermodynamique devient:

AE = -W (9.12)

D’un point de vue microscopique, ceci revient a dire que les valeurs des niveaux d’énergie accessibles
changent, sans que la distribution des constituants microscopiques du systeme sur ceux-ci n’en soit
affectée.

9.4.8 Force généralisée

Pour des procédés quasti-statiques, on peut définir une force généralisée:

X, = _0k (9.13)
0,

ou F; est I’énergie associée au niveau d’énergie microscopique ¢ et x,, est le parametre externe associé
a la force généralisée X ;. On peut donc définir le travail effectué par cette force généralisée avec:

AW = Z X, dz, 9.14)

a=1

Par exemple, on peut choisir comme parametre externe le volume V' et alors, la force généralisée asso-
ciée sera la pression P.

9.4.9 Chaleur et température

Le facteur intégrant associé a un transfert de chaleur () est la température 7" du systeme, tel que:
aQ =TdS 9.15)

ou S est I’entropie du systeme. Cette relation n’est valide que pour des processus quasi-statiques et
réversibles.
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9.4.10 Systéme isolé thermiquement

Dans un tel cas, dQ = 0 et alors, la premiére loi de la thermodynamique devient dE = —dW, ce qui
transforme automatiquement 41V en différentielle exacte. Il vient donc que:

Dans un systeme isolé thermiquement, le travail accompli ne dépend pas du procédé utilisé.

dQ:O:>§1€dW:0:>dW:dW (9.16)

9.4.11 Systéme a parametres externes constants

Dans un tel cas, dWW = 0 et alors, la premiére loi de la thermodynamique devient: dE = dQ, ce qui
transforme automatiquement d() en différentielle exacte. Il vient donc que:

Dans un systeme a parameétres externes constants, la quantité de chaleur transférée ne dépend pas du
procédé utilisé.

d‘W:O:>§1§dQ:0:>dQ:dQ (9.17)

9.5 Thermodynamique statistique

9.5.1 Etats accessibles 2 un gaz idéal monoatomique

L’approximation du gaz idéal consiste a supposer que 1’énergie cinétique moyenne des particules est
beaucoup plus grande que I’énergie potentielle associée aux interactions inter-particules. On suppose
aussi que les nombres quantiques associés aux énergies d’excitation en jeu sont assez élevées pour que
le gaz soit traité de facon classique (c’est I’approximation du gaz non-dégénéré).

Le nombre () d’états accessibles au gaz sera alors égal au nombre de sections infinitésimales dans les
N espaces de phase a trois dimensions qui sont accessibles pour un systéme avec une énergie comprise

entre ' et E + 0 F et constitué de N molécules. On veut donc calculer le volume dans une région d’un
espace a 3N dimensions:

E+6FE
Q(E,V)oc/-/ {// d3ﬁl(E,F1,...,FN)(...)d3ﬁN(E,F1,...,FN)}d?’Fl(...)d?’FN (9.18)
Vv E

Or, pour un gaz idéal, I’'impulsion dépend de la position de facon négligeable et on peut donc réécrire:

Q(E,V)oc/-[/d?’Fl(...)d?’FN-/-AEMEd‘gﬁl(E)(...)d?’ﬁN(E) 9.19)

.-.Q(E,V)och/./E+ A (E)(..)d*pn(E) (9.20)
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On a donc que la deuxieme série d’intégrales est fonction de I’énergie du systeme seulement, d’ou:
QE,V)x VNF(E) 9.21)

Cependant, pour un gaz non-relativiste et monoatomique on a aussi:
2

‘p1|

2m

3
o By = ﬁ A (9.23)

i=1 a=1

E;, = (9.22)

On en tire:

QE,V) < VNE3N/2 (9.24)

En remarquant qu’ici le systeme possede 3V degrés de liberté, on peut en tirer une conclusion qui est
tres générale:

Le nombre d’états accessibles a un systeme dépend explicitement de ses parameétres extensifs et de ses
degrés de liberté.

9.5.2 Equilibre thermodynamique de systemes disjoints

Soient deux systemes A et A’ en contact thermique, mais isolés dans I’ensemble (qu’on nomme A,,.
Leur énergie étant respectivement F et F’, le nombre d’états accessibles au systéme est:

Quys = AE) - Q(E) 9.25)

En définissant E,, = £ + E' I’énergie du systeme, on a donc:

Quys(E) = Q(E) - Q(Eyys — E) (9.26)

Puisque Q(E)XE/ ou f est le nombre de degrés de liberté du systeéme, On a que Q(E) croit trés
rapidement et Q(E,,; — E) décroit tres rapidement a mesure que E augmente. Ainsi, a suffisamment
grandes énergies (1,,,(F) tend vers une distribution delta de dirac.

9.5.3 Température thermodynamique

On introduit un parametre décrivant la variation des états libre a mesure qu’on injecte de 1’énergie dans
un systeme:

0ln

Y=g

(9.27)

On a donc que pour deux systemes A et A’ isolés dans ’ensemble mais en contact thermique et a
I’équilibre thermodynamique:

(B-0"Q >0 (9.28)
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Figure 9.1: Effet du nombre de degrés de liberté f d’un systéme thermodynamique sur ses états accessibles (2,5. On voit
que les états libres du systcme forment une gaussienne centrée a I/ = E,,, dont la largeur caractéristique est inversement
proportionnelle a f.

Ou @) > 0 signifie que A absorbe une quantité de chaleur provenant de A’. C’est donc le systeme dont le
parametre (3 est le plus élevé qui absorbera la chaleur de 1’autre. On peut donc introduire la température
thermodynamique T' telle que:

1
. 9.29
& T (9.29)
ou £ est la constante de Boltzmann. On en tire directement:
QoF
= _— 9.30
k 0N} ( )

9.5.4 Température thermodynamique négative

En général, lorsqu’on fournit de 1’énergie a un systeme, le nombre d’états accessibles a celui-ci aug-
mente rapidement, ce qui se traduit en une température thermodynamique positive. Cependant, dans
certains cas (notamment certains systemes décrits par le spin des particules le composant), fournir trop
d’énergie au systeme peut se traduire en une rechute du nombre de ses états libres. Ce régime est alors
décrit par une température thermodynamique négative. Il est a noter que les températures thermody-
namiques négatives sont généralement associées a des configurations beaucoup plus énergétiques que
celles positives, pour un systeme donné.

— A suivre... —
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Chapter 10
PHY3131 Meécanique classique 2

10.1 Types de contraintes

Des contraintes sur un systtme mécanique peuvent étre représentées par des équations qui couplent
entre elles certaines des coordonnées du probleme. On en distingue plusieurs types :

* Contraintes holonomes (intégrables): Chacune des contraintes dites holonomes peuvent s’écrire
selon les deux formes suivantes (qui sont équivalentes) :

f(F, 7y Th) =0 (10.1)

Z ﬁdri -0 (10.2)
f 67”1'

* Contraintes non-holonomes (non intégrables): Elles ne peuvent s’écrire sous les formes précé-
dentes, ni étre intégrées. Elles impliquent généralement des inégalités, ou dépendent explicite-
ment des vitesses 7; du systeme.

* Contraintes scléronomes: Les contraintes dites scléronomes sont celles qui ne dépendent pas
explicitement du temps.

* Contraintes rhéonomes: Les contraintes dites rhéonomes sont celles qui dépendant explicitement
du temps.

Un ensemble de £ équations de contraintes ont pour effet de coupler les n coordonnées du systeme et
les rendre dépendantes. Il existe alors un ensemble complet de n — k£ coordonnées indépendantes et
suffisantes pour décrire enticrement le systeme (en utilisant aussi les équations de contraintes).
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10.2 Déplacements virtuels

On définit un déplacement virtuel 0r; comme un changement infinitésimal de la coordonnée r; du sys-
teéme, mais en gardant les forces de contraintes et le temps constants, contrairement aux déplacements
infinitésimaux habituels dr;.

4. /.

|

t=t+dt

(a) Déplacement infinitésimal virtuel (b) Déplacement infinitésimal réel

Figure 10.1: Différences schématiques entre les déplacements infinitésimaux virtuel et réel.

10.3 Travail virtuel

Le travail virtuel 01/ associé a une force F’ et a un déplacement virtuel 07; est défini comme:

oW = F . o7, (10.3)

10.4 Le principe d’Alembert

Par la deuxieme loi de Newton appliquée a une particule ¢ dans un systeme physique, on a que:
F,—p,=0 (10.4)
Ainsi, on a aussi:
Z(E—@) OF, =0 (10.5)

On peut décomposer la force I en deux parties : Les forces externes F et les forces de contraintes FY.
Ici, on choisit de se restreindre aux cas ou les forces de contraintes n’effectuent aucun travail virtuel.
On a donc:

Fe.9F =0, dou (10.6)
3 (ﬁ . p:») 97, =0 (10.7)

i
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—

C’est le principe d’Alembert. Cependant, on ne peut pas tirer de cette équation que les termes ]3[3 — Di
s’annulent identiquement, puisque les coordonnées 7; sont couplées au travers des forces de contraintes,
ainsi les termes 07; sont dépendants.

10.5 Les équations de Lagrange

Pour arriver a découpler les coordonnées {7}, on doit donc effectuer un changement de coordonnées
vers un nouvel ensemble de coordonnées {¢;}. Pour effectuer celui-ci (et en se rappelant que dt = 0
pour un déplacement virtuel), on utilise le fait que:

or;
or; = 0q; (10.8)
En insérant ceci dans (10.5), on a:
7 —@) igg =0 (10.9)
Z ( dq; J

.3

On définit la force généralisée (); associée a une coordonnée g; telle que:

L OF
Q= Fi- 5, (10.10)

On doit aussi réexprimer les impulsions p; en fonction de ces nouvelles coordonnées:
S o = S midor = 3 mi or;
) 1 1,]

On remarque que par la définition de la dérivée d’un produit:

. OF _d [ . OF . d [ OF,
i = — | myri - o— | —myTi - — 10.12
T By e (mr 0%) BT (0%-) 1012
Or, on a que:
Lo o -, OF > s
T=2 8.0+ 5, dou (10.13)
S = o (10.14)
Et on a aussi:
d (o o, . 9P 0 or, . O or;
)= dr + ==t = (10.15)
dt \ g, - 0q;0qx, 0q;0t  0g, - oqy, ot 0q;
En insérant (10.15) et (10.14) dans (10.12) et avec, on trouve:
. OF, d . OF . Or
mT; - o = — | m - o= | = mr; - (10.16)
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En réinsérant ceci dans (10.11), on trouve:

Lol d . OF; . OF
;pi'&“z’:z _E (Zmﬂ"za—;> —;mﬁi'a—;] 0q; (10.17)

J

= da) o 1 0 1, A
_Xj: dt{aqu<2ml”i)} aqu(szn)]ﬁq] (10.18)

%

En reconnaissant 7', I’énergie cinétique du systeme 7" =) . %mﬂ"f, on a alors:

d (0T oT
D; - O = — == — 5|9 10.19
Z,.:p ' Xj:[dt (0%) 0%} b (1019
En utilisant (10.19), (10.10) et le principe d’ Alembert (10.7), on trouve alors:

d (0T or
> (i (55,) ~a, ~ @) =0 (1020

j J

Cette fois, puisque les coordonnées {¢; } sont indépendantes, les dg; le sont aussi et on peut directement
en tirer les équations de Lagrange générales:

d (0T OT
" (8_%> ~ g~ =0 (10.21)

Les seules conditions pour que celles-ci soient valides sont ainsi :
* Toutes les contraintes du systeme sont holonomes
* Aucun travail virtuel n’est effectué par les forces de contraintes.

Si, en plus, on peut €crire les forces comme étant dérivées d’un potentiel ne dépendant pas des ¢; telles
que:

Q= _g_; (10.22)
V=Vi(g, . ) (10.23)
On peut alors directement en tirer les équations de Lagrange sous leur forme compacte:
% (g_qi> — g—q/j =0 (10.24)
Ou le Lagrangien £ est donné par:
L=T-V (10.25)
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On peut aussi exprimer I’énergie cinétique 7' du systeéme en fonction des coordonnées généralisées:

T =M+ Y Mg+ > Mpdge, ob (10.26)
j J!k
1 o, O,
Mo= = ] 10.2
0 2;7”1& o (10.27)
o, oF,
M; = = et 10.28
DL (1028)
1 or, O,
M, = = — 10.29
i 2;7”6% P00 (10.29)

10.6 Potentiels généralisés

On peut insérer des forces dépendant des vitesses généralisées ¢; dans les équations compactes de La-
grange en définissant des potentiels généralisés:

d [ou\ ou
B \ 10.
Q= ( aqj> al (10.30)

U=U(q,- GGy Gn) (10.31)

Par exemple, en électromagnétisme, on peut définir un potentiel généralisé associé a la force de Lorentz:

Ungreniz = (6~ A7), tel que (10.32)
. Y L
Florent- = ¢q <_v¢ - aa_t + U X <V X A)) (10.33)

Ou ¢ est la charge et ¢ la vitesse d’une particule plongée dans un champ électromagnétique dont ¢ est
le potentiel de la partie électrique et A le potentiel-vecteur de la partie magnétique.

10.7 Forces sans potentiel et fonction de dissipation

En partant de la forme générale des équations de Lagrange (10.21), on peut insérer dans la forme com-
pacte des équations de Lagrange une force @} qui n’est reliée ni & un potentiel V' ni a un potentiel
généralisé U:

d (9L oL
o <a_q'j> 5. =9 (10.34)

Si on est en présence d’une force dépendant uniquement des vitesses ¢; (par exemple les forces de
frottement), on peut définir une fonction de dissipation F telle que:

OF
i (10.35)
? 9q;
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et les équations de Lagrange deviennent alors:

d(@ﬁ) oL OF (1036)

dt \dg;) g i

Aussi, la fonction de dissipation est reliée au taux de dissipation d’énergie dans le systeme, par une
relation du type:

dEys

pr f(F) (10.37)

10.8 Principe de Hamilton

On peut dériver les équations de Lagrange d’une fagon indépendante, en partant cette fois d’un principe
variationnel: Le principe de Hamilton. Celui-ci s’écrit :

Le mouvement d’un systeme, entre les instants 1, et 1y, est tel que la quantité d’action T est stationnaire
sur toute sa trajectoire, ou:

t2
IE/ Ldt (10.38)
t1

En termes mathématiques, le principe de Hamilton s’écrit donc:

to
5155/ LG, Gu s dnt)dt =0 (10.39)
t1

Celui-ci étant valide seulement lorsque les forces du systeme sont monogenes, ¢’ est-a-dire dérivées d’un
potentiel généralisé .

Pour résoudre 1’équation (10.39), nous allons insérer un nouveau parametre « faisant varier la trajectoire
des coordonnées ¢; (t) de facon linéaire et infinitésimale. Ainsi, on posera que chaque coordonnée ¢;
variera comme ¢; (t, ) = g; (¢,0) 4+ an;(t), ot ¢;(¢,0) = ¢;(t) est la trajectoire qui solutionne (10.39).
Les fonctions 7;(¢) sont finies et arbitraires, mais indépendantes les unes des autres. De plus, elles
doivent étre continuellement dérivables jusqu’au deuxieéme ordre et €tre nulles aux points de départ
t = t; et d’arrivée t = t5. La condition d’indépendance des fonctions 7;(¢) revient a demander que les
contraintes appliquées sur le syst¢eme soient holonomes.

On peut associer la fonction 7;(¢) au principe du déplacement virtuel de la coordonnée ¢; avec:

Jq
3g; = Liga (10.40)
[oJe!
Ainsi, I’action du systeme devient fonction de ce nouveau parametre, tel que:
0z
0T = — da (10.41)
oa|,_,
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Ainsi, on a que :

oL t2 oL 0g; oL 0q;
%‘/ Z (aqiaa T 9q0al

/ Z(a it 5 m) dt (10.43)

En intégrant le deuxieme terme par parties, on obtient :

oL |* (% .d [(oc
/ Z it = Z(a—dni - [ g <a )dt) (10.4)
i ? t1 1

Puisque 7;(t) est définie comme nulle aux points de départ et d’arrivée, le premier terme du membre de

droite est nul et on trouve :
oL
/ 2 { {aql (aqz)} ”i(t)} o (1049

0T = / Z{[aq, %(g;)}m(tﬁia}dt (10.46)

Ensuite, on utilise le fait que les 7;(¢) sont indépendants entre eux, en plus du lemme du calcul des
variations:

) dt (10.42)
0

Menant a:

/ M(z)n(z)de = 0= M(z) =0V z € [z1, 2] (10.47)

Valide pour n’importe quelle fonction 7(z) continue et dérivable jusqu’au second ordre dans I’intervalle
x € [x1, z2]. On en tire directement que (10.39) implique :

d (0L oL
—(=)-==0 10.48
<8qj> 9q; ( )

On a donc retrouvé la forme compacte des équations de Lagrange dans le cadre du principe de Hamil-
ton. Les conditions sont les mémes que dans le cadre du principe d’Alembert, mais exprimées un peu
différemment. On demande que :

* Le systeme soit monogene, c’est-a-dire que les forces soient dérivables d’un potentiel généralisé
u(Ql?"'>Qn7Q17--'7Qn)~

* Les contraintes du systeme soient holonomes, ou intégrables.

10.9 Transformations de Jauge

On peut ajouter au Lagrangien £ n’importe quelle fonction f intégrable ne dépendant pas des vitesses
généralisées ¢;:

df

Trauge = - oll (10.49)
f=f(q, .., qn,t), telque: (10.50)
L' =L+ Tjouge (10.51)
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Lorsqu’inséré dans les équations de Lagrange, le nouveau Lagrangien £’ ménera aux mémes équations
du mouvement.

10.10 Les multiplicateurs de Lagrange

On peut insérer dans les équations de Lagrange un ensemble de m contraintes qui ne sont pas holonomes,
mais qu’on peut écrire sous la forme semi-holonome:

fl(ql»--'7Qqula"'7q.n):O (1052)

qu’on peut réécrire d’une facon alternative:

Zalidqi +apdt=0 ou I=1,....m et ay=ag(q,. . ,q,ts) (10.53)
i=1

En termes de déplacements virtuels, ces équations peuvent se réécrire:

n

> adg; =0 (10.54)

=1

Pour éliminer les déplacements virtuels qui ne sont pas indépendants dans (10.55) sans avoir a inté-
grer (10.53) a cause des contraintes semi-holonomes, on doit utiliser la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Par I’équation (10.53), on a aussi que:

> (Al > alﬁqi) =0 (10.55)
=1 =1
ol A (g1, - - -, qn, t) sont les multiplicateurs de Lagrange. En insérant cette expression nulle dans 1’équation

(10.46) et en utilisant (10.40), on obtient:

2 oc d (oL -
T Z _ 4 } : | 54 10.
(5 ~/tv1 i { a(h dt <8Qz> + =1 )\lah] 6%} dt ( 0 56)

Or, cette fois les d¢; sont indépendants, alors on ne peut pas directement tirer de cette équation que
chaque terme de la sommation s’annule identiquement. Cependant, nous avons introduit m multiplica-
teurs de Lagrange qui sont arbitraires. Nous pouvons donc les choisir de facon a ce que chaque terme
de la sommation s’annule. Ainsi, les équations définissant nos multiplicateurs de Lagrange menent
directement aux nouvelles équations de Lagrange:

d (0L oL &
- ( aqg) ~ 3= Z)\lah (10.57)

Cependant, I’ensemble complet d’équations qui permettra de résoudre le systeme est composé des équa-
tions (10.57) et des équations de contraintes (10.53).

En comparant les équations (10.57) avec (10.34), on voit qu’on peut directement associer les forces
généralisées aux multiplicateurs de Lagrange:

Q= Nay (10.58)
=1
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qu’on peut réécrire en fonction des contraintes écrites sous la forme (10.52):

;o m afl i 8fl _ @ afl
“= Z { |:aQi - dt (8%)} A dt (aqi)} (10.59)

=1

— A suivre... —
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Chapter 11

PHY6780 Instrumentation de I’astronomie

11.1 Quantités observables en astronomie

On peut caractériser I’ensemble des observations actuellement possibles en astronomie par la liste suiv-
ante :

* La direction de la radiation incidente.

* Le moment temporel (sur Terre) d’arrivée de la radiation.

* La distribution spectrale d’énergie (ou I’intensité en fonction de la longueur d’onde).
* La polarisation du champ électromagnétique.

* Le degré d’alignement des champs électrique et magnétique.

* La phase du champ électromagnétique associé a la radiation.

* Les particules cosmiques (dont les neutrinos)

* Les ondes gravitationnelles (prévu mais non observé a ce jour)

11.2 Systeme de magnitudes

En astronomie, on utilise couramment deux systemes de magnitudes. Celles-ci suivent une échelle
logarithmique, pour des raisons historiques (I’oeil humain présente une réponse logarithmique a un flux
lumineux en unités de longueur d’onde).

11.2.1 Magnitude Véga

La magnitude Véga est la plus couramment utilisée. Son point de référence est le flux de 1’étoile Alpha
Lyrae (Véga), qui est posée comme ayant une magnitude de zéro dans toutes les bandes passantes. On
la définit comme:

F
my = —2.5log —> (11.1)
F)\O
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Ou F), est le flux physique de I’étoile et F\o le point zéro de magnitude associé a la longueur d’onde A,
défini tel que la magnitude m) de Véga soit nulle.
— Insérer ici des tables de point zéro de magnitude —

11.2.2 Magnitude AB

On définit la magnitude AB d’une fagon absolue, en utilisant plutdt le flux physique de 1’étoile en termes
de fréquence F),. Ainsi:

map = —2.5log F,, + 8.90 (11.2)

Puisque A\c = v ou c est la vitesse de la lumiere, on a que:

F,c
F\ = )\”2 (11.3)
Ainsi, un détecteur qui répond a la distribution de flux en termes de longueur d’onde ne déterminera
pas le méme maximum de radiation qu’un détecteur répondant plutt a la distribution en termes de

fréquence. Cette caractéristique dépendra de la structure du détecteur en question.

11.3 Energie encerclée

Si on integre le signal d’une étoile sur le détecteur sur une ouverture circulaire de rayon r, on trouvera
un flux physique S.s(r) donné par:

Seff(T)ZT'A'A)\'Ee(T)'S)\ (114)

Ou 7 est la transmission optique totale de 1’étoile au CCD, A est la surface collectrice du télescope, A\
est la bande passante du filtre utilisé, F.(r) est la fraction du signal incluse dans 1’ouverture de rayon r
et S est le flux intrinseque de 1’étoile en termes de longueur d’onde.

Ainsi, le signal sur le détecteur en unités analogue-a-digital sera:

Serf = Sapu - g (11.5)

Ot g est défini comme le gain du détecteur (en électrons par ADU).

11.4 Bruit de photons

Si on approxime une étoile comme une source composée de n atomes ayant chacun une probabilité p
d’émettre un photon dans un intervalle de temps 0t et qu’on suppose que les émissions se font de fagcon
completement indépendante, la probabilité d’observer x photons dans un méme intervalle de temps ot
est donnée par la distribution binomiale:

n!

Pp(r) = Cop*(1—p)** = (1 —p)" " (11.6)

zl(n — )
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On définit A comme étant le nombre de photons moyen émis dans un grand nombre de tels intervalles
ot, tel que:

A=p-n (11.7)

Si on suppose que le nombre d’émetteurs n est tres grand par rapport a la probabilité d’émission de
chaque émetteur, on a que:

2\ -2
lim Pg(x) = Pp(z) = ‘

(11.8)

Ou Pp(x) est la distribution de Poisson. Celle-ci posseéde comme propriétés d’avoir une moyenne et
une variance qui valent toutes deux A:

< Pp(x) >= A (11.9)
op =< P3(z) > — < Pp(x) >*= ) (11.10)

Ainsi, le nombre de photons détecté et la variance de cette mesure seront:

N =< Pp(x) > 6t = A\t (11.11)
o =050t = A6t = N (11.12)

Etant donné que la variance est un opérateur ayant la propiété O(a-x) = a- O(x) o a est une constante
et x une distribution. Puisque le signal est directement proportionnel au nombre d’électrons mesuré, on
en tire que le rapport signal sur bruit associé au bruit de photons est:

B ON

(E) N _Uw (11.13)
phot

11.5 Radiation de fond de ciel

En principe, le fond du ciel émet une radiation d’arriere plan représentable par une distribution de
Planck:

F=1-A-A\-p? B, (11.14)

Ou B, est la distribution de Planck en termes de longueurs d’onde et p, est I’échelle angulaire d’un
pixel du détecteur projeté sur le ciel. On aura donc une variance de signal donnée par B% telle que:

By =mng - npip - F -t (11.15)

Ou t est le temps d’intégration de chaque pose.

11.6 Bruit de lecture

Il existe un bruit caractéristique aux détecteurs, survenant a chaque lecture d’un pixel sur le CCD. On a
donc une variance de signal associée a ce bruit donnée par B? telle que:

B} =ng - nyiz - 07 (11.16)

Ou ny;, est le nombre de pixels inclus dans 1’ouverture d’intégration de rayon r, ng est le nombre de
poses effectuées et o, est la déviation standard du signal associée a la lecture d’un pixel par le CCD.
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11.7 Courant sombre

Il existe un courant intrinseque a un détecteur, di a I’excitation thermique de ses électrons. La nature
aléatoire de celui-ci amene une variance du signal B? telle que:

B2 =mng npi, - It (11.17)

Ou I, est le courant sombre.

11.8 Rapport signal sur bruit
Pour un nombre de poses ng et un temps d’intégration ¢, on aura un signal total donné par:

S =Sapy-no-t (11.18)
Si on tient alors en compte toutes les sources de bruit, on trouve une variance de signal donnée par B2:

B* = B2, + By + B} + B? (11.19)
=g [Sapv -t + Npio (Fapy -t + Is-t+07)] (11.20)

D’ou un rapport de signal sur bruit donné par :

S not
=lg)=% 11.21
! <B> ADU\/SADU+npm(FADU+IS—l—O%/t) ( )

On peut alors isoler S4py dans 1’expression précédente, pour en tirer une limite de sensitivité:

Sapy = #Ot (”)/ + \/72 + dngnpizt (Fapy + Is + U%/t)) (11.22)

11.9 Cas limite

11.9.1 Limité par le bruit de photons: S4py > 1y, (Fapu + Is + 0% /t)

Dans cette limite, on a que:

s
<§> N pp— (11.23)
lim.phot.

Puisque le signal est proportionnel a la surface collectrice du télescope, on a aussi:

(E) _ D g (11.24)
B lim.phot.

ou D est le diametre du télescope.
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11.9.2 Limité par la radiation de fond: Fapy > (I, + 07 /t) A Fapy > Sapv

S not
= = Sapuy | —F— 11.25
( B ) lim.rad. APy NpizFADU ( )

Puisque le signal associé a la radiation de fond est aussi proportionnel a la surface collectrice du téle-
scope, on a que:

Dans cette limite, on a que:

(5) _ p, |t (11.26)
B lim.rad. nPiI

Si on a ajusté I’ouverture r pour inclure la moitié d’une largeur caractéristique 6, de la FEP pour obtenir
un rapport signal sur bruit optimal, on aura une ouverture:

7 = nyEp> ol (11.27)
0y
_ 11.28
r=3 ( )
On en tire:
S S t

(_) _ 2ADU [ Mo (11.29)

B lim.rad. 95 B)\,ADU

11.9.3 Limité par le bruit de lecture: o2 /t > (Fapy + I;) N 02/t > Sapu

C’est souvent le cas en spectroscopie. On a alors que:

(ﬁ) _ Saput [o (11.30)
B lim.lec. oL Npix .

— A suivre... —

121



Chapter 12
PHY2345 Outils Théoriques

12.1 Racine d’un nombre complexe

Soit le nombre complexe:

z=a+13ly (12.1)

— A suivre... —
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Chapter 13
PHY2345 Mécanique Statistique

13.1 Formule de Boltzmann

Il est possible de calculer la population moyenne relative de deux états d’énergie dans un ensemble
statistique de température 7’ a I’aide de la formule de Boltzmann:

s _ 9s ~ples—er)
n?" gT‘
1
kT
ou g, est le degré de dégénérescence des niveaux quantiques possédant une énergie ¢, et k est la con-
stante de Boltzmann.

, avec

13.2 Fonctions de partition

13.2.1 Fonction de partition canonique

Pour un ensemble statistique de température 7' constante dit canonique, donc pouvant échanger libre-
ment de la chaleur avec son environnement, on définit la fonction de partition canonique :

7 = i gre—ﬁer
r=1

En fait, la fonction de partition représente le lien direct entre la description microscopique d’un systeme
et ses propriétés macroscopiques: C’est la la raison de sa grande importance.

Lorsque I’on connait (, la fonction de partition d’une seule particule, on peut en déduire la fonction
de partition d’un systeéme composé de /N telles particules indiscernables et n’interagissant pas, avec la
relation:
N
Z7-5%
N!
Dans la limite classique ou les fonctions d’ondes des particules n’interagissent pas de facon statistique,
et dans 1’approximation ou /V est un nombre tres élevé, on peut écrire:

InZ =N (1+ln%) (13.1)
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13.2.2 Grande fonction de partition

Pour un ensemble statistique de température 7" et de potentiel chimique x constants dit grand canonique,
donc pouvant échanger librement de la chaleur et des particules avec son environnement, on définit la
grande fonction de partition :

z - i i ﬁ gre—ﬂnr(€r—ﬂ)
N=0 {n,} r=0

Ici, 1a deuxieme somme se fait sur tous les ensembles d’occupation n,. possibles, ou 1’étoile signifie que
ces ensembles sont contraints par la condition:

i n, =N
r=1

Pour des fermions dont la fonction d’onde est antisymétrique, les ensembles n; doivent respecter une
contrainte supplémentaire: Il ne peut y avoir plus de deux particules dans le méme état quantique, ainsi
les n; seront soit de valeur nulle ou unité. Pour des bosons cependant, seule la contrainte ci-haut sur le
nombre total de particules doit €tre respectée.

13.2.3 Fonction de partition astrophysique

On définit souvent une quantité appelée la fonction de partition astrophysique, qu’on utilise générale-
ment dans le cadre des états d’énergie de translation d’un gaz classique :

Souvent, on peut faire I’approximation (¢, — €;) < k7', menant a:

3R g (13.2)

13.2.4 Lien avec la mécanique classique

Dans un probleme classique, on peut relier la fonction de partition au hamiltonien classique H via
I’intégrale de configuration:

N
7 = / . / e—ﬁH(lh,...,QN,PL...,PN) H g(Qi7pi) d3q1 N .d3qu3p1 B 'd3pN
=1

ou les ¢; et les p; sont les coordonnées canoniques du systeme. La fonction g(g;, p;) représente la densité
d’états accessibles pour la particule 7 dans I’invervalle entre les points (g;, p;) et (¢; +dg;, p; + dp;) dans
I’espace de phase du systeme. L’intégrale de configuration revient a faire une somme sur tous les états
du systeme, mais cette fois de fagon continue, puisqu’en mécanique classique, les états quantiques
accessibles au systeme sont extrémement denses.
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13.2.5 Lien avec la mécanique quantique

Dans un probleme de mécanique quantique, on relie cette fois la fonction de partition du systeme au
hamiltonien quantique H, qui est cette fois un opérateur appartenant a I’espace d’Hilbert. Dans la
formulation matricielle d’Heisenberg, la fonction de partition sera reliée a la trace du hamiltonien via:

Z = Tr(e ™)

Or, pour relier le hamiltonien a la fonction de partition dans la formulation ondulatoire de Schrédinger,
on doit généraliser le concept de la trace a un opérateur dans I’espace d’Hilbert, ce qui donne lieu a
I’expression:

00 roo e dz dp R e 874 dz dp
2= [ [ (e wnl) son) SE = [ [ wsle o) oen

Ici, |x, p) représente une fonction propre du hamiltonien et (x, p| son conjugué hermitien. On comprend
donc I’importance de la détermination du hamiltonien d’un systeéme quantique ainsi que la résolution de
I’équation de Schrodinger nous permettant d’obtenir ses fonctions propres: Cela nous permet d’obtenir
sa fonction de partition et, a I’aide de celle-ci, toutes les propriétés thermodynamiques du systéme.

13.3 Propriétés thermodynamiques

La fonction de partition d’un systeme représente un outil trés puissant, nous permettant de calculer
directement plusieurs de ses propriétés:

F=-kThhZ __oF - 9F
NV yr oT NV
U=F+TS H=U+PV G=F+PV
oF oU OH
"N “ =, “r=or,
1 OF
" TRTON |,

ou F' est I’énergie libre de Helmholtz, £ la constante de Boltzmann, 7' la température du systeme, P
la sa pression, /N le nombre de particules dont il est composé, S son entropie, U son énergie interne,
H son enthalpie, G son enthalpie libre ou énergie libre de Gibbs, 1 son potentiel chimique,, C, sa
capacité massique a volume constant, C), sa capacité massique a pression constante et cv son parametre
de dégénérescence.

13.4 Gaz parfait classique et non relativiste

On définit la longueur d’onde de de Broglie, ou longueur d’onde thermique, associée a une particule de
masse m faisant partie d’un ensemble statistique a une température 7':

h
= 13.3
‘ vV 2mmkT ( )
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ou h est la constante de Planck. On peut voir cette quantité comme la largeur caractéristique associé
au profil de sa fonction d’onde quantique. Ainsi, I’approximation classique, ou 1’approximation du gaz
non dégénéré, revient a:

L> N\

ou L représente la plus petite dimension caractéristique de 1’ensemble statistique. Attention: Ici, on
utilise le terme gaz non dégénéré dans un nouveau sens, n’ayant rien a voir avec la dégénérescence
quantique de deux états possédant la méme énergie. Un gaz respectant la condition ci-haut peut tres
bien voir plusieurs de ses états dégénérés sur la méme valeur d’énergie.

On définit I’approximation du gaz parfait comme:
Ein > Epo

ou Ly, est I’énergie thermique des particules et £, leur énergie potentielle d’interaction.

On définit aussi I’approximation du gaz non relativiste comme:

Erepos > Eth + Epot7 ou

2
Erepos =mc

ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide.

13.4.1 Gaz parfait non dégénéré, monoatomique et non relativiste

En général, on peut décrire 1’état un atome faisant partie d’un gaz parfait classique et monoatomique
en cinq volets: Son degré d’excitation électronique, ses état de translation, rotation et vibration, puis
enfin le degré d’excitation de son noyau. On peut alors associer a chacun de ces phénomenes un hamil-
tonien le décrivant, puis relier celui-ci a des fonctions de partition respectives. Dans 1’approximation
ou cest phénomenes n’interagissent aucunement entre eux, les hamiltoniens sont additifs et on en tire
immédiatement (, la fonction de partition totale pour une seule particule du systeme:

C = CeCtCergn

ou les (; décrivent respectivement les phénomenes énumérés plus haut.

On peut évaluer (; en approximant le cas présent avec le probleme de mécanique quantique d’une
particule dans un puits tridimensionnel de volume V, celui de notre systeme. On trouvera:

V

Ct:)\_?

Pour ce faire, on aura dii déterminer la densité d’états par unité de volume dans un intervalle d’impulsion
entre p et p 4 dp:

%4 .

g(p)dp = 54771920119, d’ol
V

g(€)de = %m?’ﬂﬁde
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ou e représente 1’énergie de la particule. Cette quantité ne dépend pas de sa position z, étant donné qu’on
se trouve dans I’approximation du gaz parfait. Elle est reliée a 1’aire d’une coquille tri-dimensionelle
dans les trois directions possibles pour I’impulsion, dans 1’espace de phase de la particule.

La fonction de partition électronique (. pourra étre évaluée avec le probleme quantique d’un potentiel
central (comme I’atome d’hydrogene dans 1’état le plus simple). Ici, on utilisera simplement la définition
de la fonction de partition astrophysique pour écrire:

Ce = 36_651

Si on fait I’approximation que notre gaz ne fait pas intervenir des phénomenes extrémement énergé-
tiques, on peut considérer le noyau atomique comme étant dans son état fondamental, puis écrire sim-
plement:

Ch=25,+1

ou .S, représente le spin nucléaire de la particule.

On en tire la fonction de partition du systeme, ainsi que ses propriétés thermodynamiques:
1 [V N
_ _— |, —Bea
Z = i L\?ge (28, + 1)}
F = Ney— NET [1+1n 2325, +1)
— €1 — _ n
! N3

G = Ney — NET In <ﬁ(25n + 1))

N
NKT
P==
S = gNk + Nkln (Nv—j?(%n + 1)> + NkTaalir;a
U = SNET + Ne, + NKT? aal;z’
H = gNkT + Nep + NkT2%
p=kTIn (Wévs—iil)) ta
Cy = SNk + NETOS +N’“T2(9;;123
Cp = gNk + NkTaal;z + NET? (9;;123

— A suivre... —
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Chapter 14

Table d’intégrales

Les constantes d’intégration ont été volontairement omises. On utilise {m,n,p,q,r,s} € N, s # —1,

p>letn#r.

14.1 Formes usuelles

- 1
/dxn—i—
/dx:ex

v x2 — a? a

14.2 Forme o = Va? + z2

Valides pour a > 0.

1 .
———— |dx = arcsin —
a? — z2 a

1 1
/ —|dx = —arcsecg

1 1 r—a
der = —1
/132—a2 . 2anx—a

L pourn # —1

a

/@dl‘——+—ln($+a)

[[elie =

/dw = %(cf + 22?

)

3

—%ln(w+a)

5 2
a’r  a‘ra
/a3x2dx: 5

24

3,3 2.3

— —1In(z+a)

/dx:a6x _a(;x+

5,.3 2.5

a

T 3a%azr+3a®In (z+«)

3 4 a’r®  a‘a’r
dx = -
[labatae =2

2n+7

2%«

(0%
/a2n+lm5 dr =

2n+7_

2n+5

1
/dx = In|z|

/(M " Ina

a?

1 1 T
- dxr = — arctan —
a®+x a a

/ ; d:c:ilnx+a

— 2 2a¢ = —a

2n +3
5 2.3
A
5 3
[t
7 5
/dx: o2n+5 _a3a2n+3
2n+5 2n+3
7 2.5 4.3
5 o} 200 @«
dr = — —
[laslas = & - 254 2
/dx_a_9_2a2a7 tad
7 5
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3

2 4 61
Jalar =S4 202, 3 4 ([ - 22y Salor Sitlnla+a

16

/adx:—ln)a—i_a’ /—Qd:c:——+ln(x+a)
x x x
3 3 5 5 2.3
/a_ dx:&—+a2a—a3ln‘a+a’ /a— d:v:a—+aa +a*a—a’In a+o¢‘
x 3 x x 5 3 x
7 7 2 5 4.3 1
/a_ dr=" 422 422 4 g —a"In a—l—oz‘ /— dlen(x—l—oz):alrcsinhz
x 7 ) 3 x Q a
1 x x
T 1 x? ar  a?
1 1 1
/—dx:——l \‘”O‘| /_dx:_i
ax a ax? a’x
14.3 Forme § = Va? — 2
Valides pour a > 0.
2 34
/md:z::@—i-a—arcsinz /63 dr = @(2x2—5a2)+iarcsinz
a 8 8 a
4
/-dx = —— / B |dr = %(2:172 —a®) + %arcsing
1 1 1
/—alx:eurcsinE /—dx:——ln’a—{_ﬁ
B a Bz a
1 16} 1 x
— \dr = — —ldr = ——
/ [ / F " a
/édeﬁ—aln)a—i_ﬁ’ /%d:ﬂz———arcsinz
x x x x a
2 2
/%dmz—%—i—%arcsing
144 Forme vy = 2% — a?
Valides pour a > 0.
2 4
dx—ﬂ—%ln]xjuy\ v dx:l;(QxQ—aQ)—%ln]x+7\

—
3|
&
w|||\3w o
— —

1
—ldx =In|z + 7|
g
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1 x 1 1 z 2
—dr = ——— Cldy = =1t
/ o / 7| a4{7 373}
1 1 x 223 x° 1 1 . x 22 32° x7
—lde = —{- - — + — —ldr=—{—-——=+-——-——
v’ atty o 3P 5y 7 atty ot Tyt
1
/ z dr =~ / % dr = ——
Y Y Y
x 1 x 1
el = G
T 1 y ¥
/ ~2n+1 dx:_@n 1)yl / ) dr = ——+1Infz 41|
2 02 2
/””—d :ﬁ+—ln|x+'y| /x—dxz—fﬂ ‘“7
~y 2 7? v a
2 3 2 1 3 5
/fc_dx:_x /x_dx__{x__x_
~ 3a2y 7 at\373  Byp
22 p 1 2% 225 2 x? yod 3a? g 3a* . |x+y
ST =—Glo s st —|dr = 1’
v a® " 3y %% Ty ¥ 4 8 8
/:134d @ a’x 3a21 ’x—k'y /x4d o x? B ‘x+7
—|dr=— ——+—In —ldr=—=— 5 =
Y 2 gl 2 a Y vy a
1
/zd:z:— —aarccosi /—dx:l
x || ~ya? a’x
r2m p2m—1 om —1 p2m—2 (_1)n—m n—m—1 C.nfmfl
dr = — dr = i 2(m+14)+1
/ 72%—{-1 x (2n_1),}/2n—1 2n_ 1 /7271,_1 X aQ(n—m) ; {2(m+2)+1( /’y) }
14.5 Forme d = a + bx
1 1 1 1 0
/adl’:‘m’a\ /%dﬂ”za—@“";\
1 b ) x 1
/ = da:——ajtgln‘g‘ /Edaz-b—Q(cS—aan)
T x? [ 2
ﬁdx:%—i——ln\d] ?dx:2—b3((5 — 4ad + 2a”In |4|)
x? 1 a? b(n+ 1)z
— =—{6— ——2alnl|d 62 |dr = ntl
/ 5? 63{ 5~ 2alnol} / TR )+ 2)
z? a? 20°/2
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14.6

/dx—m

/dx:1n|seca:—|—tanm|
[ Gecztanale = seca

1
/da:: T Zsian

2

/dx =tanz —x
/daz =tanx

[ lsin® o — -

1
/dx = étan2x+ln|cosa:|

COS X

Fonctions trigonométriques

/ sinz |dr = —cosx

sec z|

(2 4 sin® z)

3/2
/ V6| dx ?glﬁ (3bz — 2a) / 2"V |dx = ﬁ{x"é‘% - na/x"_l\/gdx}
1 28 / 1
— |dr = — — |dx sia >0
/ Vi b Vox )\/_-i- ’
/ L e = 2 arctan /2 sia < 0 / L 1y — Vo 2” - /
— |dx = arctany/ — sia T = -
Vox V—a —a Voxn (n — 1)azn=! (n—1a ) Sz 1
T 20 x? 20
T _ _ 9 - _ 2VO9.o.3 2.2 _ 4
/ 7 dox = e ——(bx — 2a) / 7 dx e (8a® + 3b°x abx)
x" 22"/ 2na zn ! Vo
el — _ Yo —9 -
/ 75| (2n+1)b (2n+1)b/ N / s |© f”/ e
Vo x b(l—n)xr—a
/ P / da / 5 | B = D= 2
/ 1,2 d 1 3—n 2@(52 n B a251—n
o | T n—3 n—2 n—1

/dx:sinx
/dx—ln|sinx|
/dm:1n|csc:p—cotx|
/dx:—csca:
[leosta

1
os“x da:zz—l—zsin%:

2

/dx:—cotx—x
/dmz—cotx

[leos*aaa -
3 Lo o :

dx:—écot x — In|sin x|

sin x

(2 + cos® x)

1 1 1
/Mdm = ésecxtanx+ —ln|secx+tanx| /dx = —§cscxcotx+ §ln|cscx—cot:17|

n—1
sin""“xcosx n-—1 CcoS
sin” x|de = — + sin" % x dw cos" z|dx =
n n
/ cot"z|dr = —

/dx:

tan

n—1

13: —/tan"_Qxdx
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/ cos" 2 xdx
n
- / cot" 2 x dx

n
n—1
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/

/
/
/

/xsinx dr =sinx — xcosz
/ z"sinx |dx = —x"cosx+n/a:”_lcosxdx

/

tan x sec
sec” x |dx =
n R—

sin (ax) sin (bx)

cos (ax) cos (bx)

sin (ax) cos (bx)

1

T ™

4+ —

[l ) e
4 4 ]

1 9 .

- dx = COS.x _ b / . d /
sin x d sin x + 1 /cosx /
r=— .

xP (p _ 1)xp—1 1 1
T x T
e -5 -3)
1+sinx r=rtan|o=7 +21n | cos 5

sinx T
1+sinz a: ¢ + tan 1 + 5 /
COS T )pl’2p /

dr = In x| +
& = Z 2p - (2p)!
L dr = sin @ p—2/ 1 " /
cosP x (p—]_) COSP—I T p_l COSp_2x
de—a:tan( >+21n’008<l‘)‘ /
1+ coszx 9 5
ﬂ dx — j:x . tanil (E)
1+cosz 9
1 1

T |1 =5 + g Inlsine —cosz [
1 T

—|dr =2z — tan —

secz + 1 T=r—tlalg /

— e S S e S S S e —

cosx tsinx

2
dxz%ln‘tan(i

)

8

1

1 sinx — cosx

(cosx + sinx)P

dx

F=2

p—1 { (cosz + sinz)P~!

132

: I—l—Z:i/sec"Q:cdx /dx: —
dp — sin{(a —b)x} sin{(a+b)z}
2(a — D) 2(a+0)
dp — sin{(a —b)x} sin{(a+b)z}
2(a — D) 2(a+0)
gy = €% {(a =b)x} cos{(a+b)z}
2(a —b) 2(a+0)

n—2

r n-—2

n—1

cot x csc
n—1

/ csc" 2 xdx

/xcosx dr = cosz + zsinz
/ z" cos x dx:w”sinx—n/x”_lsinmda:

3 2 1 2
B B
Sin[[’ i n 2n+1

x 2n+1 -(2n+1)!
1 d ; (:v 7T)
—ldr=tan = T —
1+ sing 2 T3
x T T X
e (- 5) 2o G-3)
T sing T =2 CO 19 +2In|sin 173

3 2x2 — 1 2
Feonaldr = 4 sim (20) (221 4 220
cos T p CcoS T 1 /sinx

r = — - T
xP (p—1Daxrt p—1) ar!
1
—— |dr = + tan™ <E>
1+cosz 2
v dx:—xcot< >+21n sm<$>‘
1 —cosz 2 2
L lie=—1 {(rotqin|gsinatrcosa|}
— |de=——{rzx nlgsinz+rcosz
gtanx +r q%+1r? g9
t 1
eric%dx:g$§ln\sinxicosx|
1 d / tan x
- T = -
1+cotx tanx =1
1 d 1t < 7r>
= — n —_
(cosz %+ sinx)? vty
1

p‘”/(

cos x + sinz)P—2
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—

— S S S S S S S S S S S S S —

cos T z 1 sin z 1
—— |dv = - £ - In|sinx & cosx —— X |dvr =+— — - In|sinx £ cosx
(cosx £ sinx) 22 | | / (cosx £ sinx) 2 2 | |

Ccos T 1 x 1 x 1

- dr=—=tan™? <—> +—1In ‘ tan (—)‘ / — |dx = In |tanx
sin z(14cos x) 4 272 2 sin x cos | |
sin 1 T r 0w
- da::—tanﬂ( —i——)j:—ln‘tan( —|——>‘
cosz(1 +sinz) 4 2 4 2 4

1
—|dx = + dx
sin x cosP (p—1)cosP~lx sin x cosP—2 x

1
— |dx = T / 5 dx
sin” x cos (1-— smp sin?™ x cos x
sin 1 sin? ) T m

dr = dx:—sma:—l—ln‘tan<—+—>‘
cosP x (p—1)cosP~x COS T 2 4
sin? sinx 1 1 sin® x sin?™! ¢ sinP 2 ¢
dr = — dr = — + dx
cosP x (p—1)cosPtx p—1) cosP~2zx CoS T p—1 CoS T
sin” sin" ™ n—p+2 / sin”
dr = — x
cosP x (p—1)cosP~tx p—1 cosP—2 x
sin” x sin" !z n—1 [sin" 2z
der = — — dx
cos” T (n—r)cos™ 'z n-—r cos” T
sin” x sin” ™ p—1 / sinP 2
dr = — x
cos™ (n—1)cos" 'z n—1) cos"?x
Cos T 1 cos? x T
_ de = — — / - da::cosx—i—ln‘tan(—)’
sin® x (p—1)sin’ " x sin 2
2
cos” T 1 cos T 1
dr = — + [ ———dx
sin® x p—1 { sin? 1 / sinP % ¢ }
cos™ x cos"tl g n—p—2 [ cos"x
- dr = — — — ———dv
sin” x (p—1)sin” " x p—1 sin? ™% x
cos™ x cos" 1 n—1 [cos" 2x
— |dx = — — dv
sin” x (n—r)sin" 'z n-—r sin” x
cosP x cosP p—1 [cosP 2z
RO dr = — s n—1 .. s an—2 X
sin” x (n—1)sin" "z n—-1J sin"“zx
, , tan? x tan? ! x
[sinz tan z |dz = In | secz + tan z| — sin z —— |dx
sin” x p—1
tan” x tan"t x cot" x tntt
dr = —— —— |dx =
cos? n—+1 sin” x n+1
cot? x cotP~lx
r=—"
cos? x 1—p
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. -1 m+1
- sin™ " x cos T n—1 o
sin® x cos™ x |dx = — + sin® 2 x cos™ x dx
n—+m n-—+m
sin"ecos™ e m—1 . _
= + sin™ x cos x dx
n-+m n-+m

14.7 Fonctions trigonométriques réciproques
/dx—xarcsinx—kvl—x? /dx—acarccosac—\/l—x2

222 — 1 VI a2
/dx:xarctanx—l/zln(1+x2) /dx: I4 arcsing + Y

4
222 — 1 V1 — a2 2+ 1 x
/dx = 1 arccos r — — /dx = * arctanx — 5

3 242 3 T2 42
/dmz;arcsinx—i— ;— V1 —a? /dx:—arccosx— ; V1—2?
[ st = S arctonr — T Gl et [l nesin e e taesine - [ 2

z” arctan x |dr = — arctanz — — + —In x x" arcsin x|dx = " arcsin x

3 6 6

— 2

n+1

1 xn-i—l T
2" arccos z|dr = ——{z™ M arccos + dx / 2" arctan z|dx = ™ arctan x — / dx
[ arccosslas= Loy Ay T — !

2 —1 x? x a2 -1
arccscz |dx = xarcescx +1n |z + 5 xarcescz |dx = 5 arcesc x + 5 3
T

2

2

2 —1 T 1

/arcsecx dx:xarcsecx—ln‘xth\/ 5 ‘ /xarcsecx dzzgarcsecx—?/x?—l
x

1
/daz:?{x arcseca:——[ War2—1+(1- n)( " 1arcsecx+(1—n)/x”2 arcsecxda:)]}
n n

T
arccotr + —

1 241
/dx—acarccotx+§ln(x2+1) /da:—x -

3 xp—i—l

2 1
/dx—%arccotx—l—g—aln 72+ 1) /dx— arccotx+ / dx

p+1) x2+1
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14.8 Fonctions hyperboliques
/ dr = coshx

/dx = In (cosh )
/da: = In (tanh z)
/dx = tanhx

/ [sech z tanh 2 |dz — — sech

/dmz—?xcoshx+(x2+2)sinhx /dx:sm LCOSUT 1
n

/ sinh™ 2xdx
n

he [+2 h"~ 'z sinh ~1
reoshr ' /s.inhle2 xdz /dx — Tame + i /cosh"zscd:c
n

hl+1

[+1 VS

; sin
/ sinh’ z|dz =

W lesinhe 142 tanh?~!
/dx:COS rsinhx [+ /coshHZfEdﬂ? /dazz—%+

[+1 1

/da: =sinhx
/dx = arctan (sinh z)
/d:p = In (sinh x)
/d:c = —cothz
/ [esch 2 cothz |dz — — cscha

1

n

/tanhp2 xdx

coth? ! x n cosh" 'z n—1 [cosh"?z
[l =~y [ on vas A ey

p—1 sinh’ z (n—r)sinh™ "z n—r/ sinh"z

cosh™x — cosh" ™z n—p+2 [ cosh"z cosh™x —cosh™ 1z n—1 [cosh" %z
—— dr = ——+ ———dzr —— dr = — + —>
sinh”z (p—1)sinh” "z p—1 J sinh” % sinh”z (p—1)sinh’~"z  p—1/ sinh’ "z
sinh"z sinh™ 'z n—1 [sinh" %z sinh"z sinh" 1z n—p+2 [ sinh"x
Zldr = ——+ —dx —ldx = — —

cosh”z (n—r)cosh"x mn—r/J cosh'z cosh?z (p—1)cosh’ "z p—1 J cosh’ &

cosh?™ %

/ arccosh x |dx = x arccoshx — Va2 — 1

cosh’x (p—1)cosh? 'z~ p—1

/dx = zarccothz + 1/21n |2 — 1|
/dx = zarceschz + In (x + Va2 4+ 1)

a sinh bx cosh ax — b cosh bz sinh ax

/ ’ sinh az sinh bz ‘ dr =

a2 _ 2

/ ’ coshar cosh be ‘ dr — a cosh bz sinh ai — bsinh bz cosh ax
a? —bh?

/ ’ coshar snhbe ‘ dr — a sinh bz sinh a:(; — l;) ;:osh bx cosh ax
a/ J—
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: hn o h'rLfl _1 . hnf2
/ s xda:: S v —{—n /sm xdx /d:v = garcsinhz — Va2 +1
/da: = rarctanhx + 1/21n |1 — 2?|

z—1

dx

dz

dzx

T —}_w
+x
/ arcsech x |dx = x arcsech z — arctan
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/ sinh (az 1 b)sin (cz 1 d) | dz = a cosh (ax + b) sin (cx + ;l; _T_ ;Smh (ax + b) cos (cx + d)
h inh i
/ sinh (az + b) cos (cz + d) | dz — a cosh (ax + b) cos (cx + dQ)jL— c;m (azx + b)sin (cx + d)
a’+c
/ cosh (az 1 b)sin (cx + d) |dz — asinh (ax + b) sin (cx + d)2— c;:osh (ax + b) cos (cx + d)
a4+ c
/ cosh (a1 b) cos (cz + d) | du = asinh (ax + b) cos (cx + dz + CQCOSh (ax + b) sin (cx + d)
a‘+c
149 Forme o = az’ + bz +c
Avec A = V? — dac
1 2ax + b\ . / 1 2 2ax + b\ .
—|dr = siA>0 — |dxr = ———== arctanh 1A <0
/a x \/_arcan<m> jx \/Zarcan ( A )
1 T 1 b 1
Zdr = — P A = lde = —1 R
/Jd 5ar 5 5 0 /jdzx 5 n|ol 2a/ad:v
2 _
/idx iln‘x—‘—ifldx /idm: 200+ 2(2n 3>/ ! dz
xo 2¢c o 2c a" (1-n)Ac™ 1 (1—-n)A J on!
1 In (2 2 b 1 2 2
/_ . n |2y/ac + 2az + ‘51a>0 / PR S (ﬁ+bx+ c>
o Va x\/o Ve x
1 2 b 1 2b+ 4
:%arcsinh<%>sia>O,A<0 /ﬁdx:—%ﬁ
ln|2ax+b| 1 2b+4azx {1 8a
il i | A = = 22T
NG sia >0, 0 /\/;d:v Ao (0 A)
1 2ax +b
=— arcsinh( )sia<OA>O
V=a VA ’
1 2 2ax + b
/ dz = + 4a(n /
Vo2ntl A(1—2n) Vo2n—1 Vo2n— 1
/i ___/ / x d£_2bx+4c
Vo a Vad| o Ao
==Y S
o2ntl (2n _ 1) s2n-1  2q entl
14.10 Formes exponentielles
[l =< [ Lo = e
a
2 ax ‘TQ ax 2 ar et z" e n n—1_ax
x ™ |dx = ;——+ d:c—a el A dz
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in(bx) — beos(b
/ e sin(bx) |dx = asin( Zl n bQCOS( ?) g
b bsin(b
/ e cos(bx) |dx = a cos( zg —T—_b;m( ?) jar
ing — —1
/dx _ asinT —neosT oy oo n(n —1) /e“” ™2 2 de
a? +n? a? +n?
i -1
/dx _ QCOSTHNSMT og cos" tx + nin—1) /e‘w cos" 2z dx
a? + n2 a + n2
pax 0T 0 (aw)n
b lde = —— b #1 — |dz =1 —
/m Inbd’ 7 / z | n|x|+;n-n!
eaa: eax a 6am — ea:(: .
/ g de = — = Do + o / o dx /dx = In|z| — E;(az) (voir 14.10.1)
/ ve®® |dz = & / e |dx = Ui erf(z+/a) (voir 17.9)
2a 4a
—ax? —(z=b)?/20? 1 —b
> e e x
xe " |dr = — —dm:—l—f—erf( )
/ 2a / V2ro 2 ov/2 ]
14.10.1 Fonction intégrale exponentielle £; ()
La fonction intégrale exponentielle est définie comme suit :
e] eft
Ei(z) = —/ Tdt siz <0 (14.1)
' —& et (e’e} et )
Ei(x) = — Eli)r(r)l+ /x 7 dt +/€ n dt stz >0 (14.2)
On a les valeurs :
E;(—1) = —0.219383 934 395520273 665 . . . (14.3)
E;(1) =1.895117816 355936 755 478 . (14.4)

14.11 Formes logarithmiques

/dx =zlhar —x

/

1
zlnzx

dr =In|In x|

/
/

n+1

Dnz —1
Fglar = " DR,

(n+1)

dx =zln’zr —2rlnx + 2z

n'ln ko In*
/mdx—ﬂfz /m dz_ln‘ln”|+lnx+zk-k!
1 1—n)kln x 1 x 1 1
dr =1n|l dr = —
/x”lnx z=In| n$|+z k- k! /lnpx . (p—l)lnp1x+p—1/1np Lo
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s+11 n 1 s
/dx:gU T n /xsln"_lxdx / g
s+1 s+1 x
1 1
g /oIn® 2 ne
T g
In" z dr — In"z  n /ln”_lw e " J
aP (p—1art p—1 P In”
1 1
dr = —
x1nf x (n—1)In" 'x

rn(2? + a?)

dr = /4ln*(2? + a?)

x2+aaz

cos(Inz)

dr = g[sin(ln ) + cos(In x)]

: (1 )
— —Inxz
et \x e’

Inz

dr =

In(z+va2+1)

dr=rIn(z+vVr2+1)—vVa2+1

— e S S e S

In(z®+va2£1) |de ="

S

+1 1
In(z+va2+l)—

dr = —

sin(ln x)

s+
T s +1
Inzx 1
(p—Dar-t  (p—1)2ar-1
B antt n+1 "
B _(p— DinP e - p—1 /lnp_lx

In(a® +b?) |dz = zIn(2® + a®) — 2z + 2a arctan(=/a)

dx = g [sin(ln x) — cos(In x)}

e“(xlne —x — 1)

der =e"(zlnx —z —Inx)

—_— Y T Y —

xT 1 _
¢ Inzx

1 er
— N ldr =
xln2x> . Inx

dx

s+1

14.12 Intégrales définies

7, _ D)

n _,—ax

sin>—1,a>0

r

b =
(e.9]

92q(n+1)/2
(n—1)!!

. .
:W\/;31npalr,a>0

= 0 si n impair

1
P dx——\/?sia>0
2V a

dr = \/EebQ/“ sia >0
a

1
22e™ " |dy = 51/% sia >0

a—>b .
—lna_lnb51a,b>0

a .
dx:—251a>0

e cos(br)

J

/

/.

[ wwstin =2 [
/

J

a?+b
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xs—i—l
/ va2+tl

s+1

—a(z—b)?

dr =20

e~ (az?4-bx+c)

\/? b? — dac
dxr = | —exp ( )
a 2a

e~ sin(br)

xe **sin(bx)

dI:mSiCL>O
a

2ab )
d.ﬁE:mS1a>0
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a? — b? 1

/0 xe * cos(bx) |dx = CEYDE sia >0 / e cos [b(z + ¢)] |da = 5\/§e_b2/(4“) cos(bc)
/ e |4y = 27T, () (Voir 17.35) / emeostsind | g — on Ty (122 + ) (Voir 17.35)

0

/°° x? d 73 /°° 1 d T ( T )
7 ldr=— T = —csc | —

o | cosh(ax) 8a3 o |1+ 2n 2n
a/2 3 o 6 3(02.-2 6

/ / 22 sin? (?) dr = a4 (;4;;2 5 Sl n pair / / z? cos? (?) dr = % si n impair
—a/2 —a/2

00 I3 71'4
dr = —
/0 e 1| 15

14.13 Autres formes

on— 1

1 2sin \, arctan [(z — cos \,,) csc A, | — cos A\, In |22 — 2z cos \,, + 1
/ I Z{ [( n) €sC An] |
2" 41 p on
ou, — k= Dm
2n
/mdx = Z D"(n+ 1™ F(n+ 1,—Inx)+ f: (=) "apmpI'(n+1,—Inz)
n=0 n' n=m+1 7
1 sin=0
valable si z > 0 avec a,, , = { = sim =1

1 n . : .
= ijl Jmn—jGm-1j—1 sinon

n—1 2
22 22 DQ' e’ .
/ e’ ldr =e ( E ijJil) +(2n—1)D2n—2/ﬁde‘Sln>0

§=0
(2n)!
n!22n+1

ol Dgn =

139



Chapter 15

Constantes et unités

15.1 Constantes

En unités SI :

Symbole  Valeur Unités Description

N, 6.022 141 79(30) - 10% mol ™! Nombre d’Avogadro.

R 8.314472(15) J/Kmol  Constante des gaz parfaits.

c 2.997924 58 - 108 m/s Vitesse de la lumiere.

h 6.626 068 96(33) - 10734 Js Constante de Planck.

h 1.054571628(53) - 1073 Js Constante de Dirac.

m, 2.17644(11) - 1078 kg Masse de Planck.

l, 1.616 252(81) - 107% m Longueur de Planck.

t, 5.39124(27) - 10~ s Temps de Planck.

q 1.875545870(47) - 10718 C Charge de Planck.

0, 1.416 785(71) - 1032 K Température de Planck.

G 6.674(28) - 1071 Nm?/kg* Constante de gravitation.

me 9.109 382 15(45) - 1073 kg Masse de ’électron.

m, 1.672621637(83) - 10727 kg Masse du proton.

e 1.602 176 487(40) - 10~ 17 C Charge élémentaire.

k, 1.3806504(24) - 10723 J/K Constante de Boltzmann.

€, 8.854 1878(17) - 1012 F/m Permittivité du vide.

e 4 -1077 H/m Perméabilité du vide.

Ry 1.097 373 156 8525(73) - 107 m~! Constante de Rydberg.

Rgp 5.29177 - 10711 m Rayon de Bohr.

a 7.297352570(5) - 1072 ~ 1/137 — Constante de structure fine.
ay 1.752 - 1074 - Constante de couplage gravitationnel.
Z, 377.730313461(77) Q Impédance du vide

o 5.670400(40) - 1078 W/m?K*  Constante de Stefan-Boltzmann.
u 1.660 538 782(83) - 10727 kg Masse atomique unitaire.

g 9.806 65 m/s? Accélération gravitationnelle.
7. eh/(2m.) = 9.27400915(23) - 1072*  J/T Magnéton de Bobhr.

On définit les conditions standard STP comme 0°C, 1.0 atm = 273.15 K, 101.34 kPa.
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En unités CGS ESU (ElectroStatic Units) -

Symbole  Valeur Unités Description
R 83144720 erg/Kmol  Constante des gaz parfaits.
c 2.997924 58 - 101° cm/s Vitesse de la lumiere.
h 6.626 068 96(33) - 10~%7 ergs Constante de Planck.
h 1.054571628(53) - 1027 erg s Constante de Dirac.
m, 2.17644(11) - 107° g Masse de Planck.
l, 1.616252(81) - 10733 cm Longueur de Planck.
q, 5.6227450(66) - 107° statC' Charge de Planck.
G 6.674(28) - 1078 dyncm?/g*  Constante de gravitation.
me 9.109 38215(45) - 10728 g Masse de I’électron.
my 1.672621637(83) - 1072 g Masse du proton.
e 4.80320427(12) - 10710 statC Charge élémentaire.
k, 1.3806504(24) - 10~1¢ erg/K Constante de Boltzmann.
€ 1 statF'/em  Permittivité du vide.
o ¢?=1.11265006 - 10~ statH/cm  Perméabilité du vide.
Ry 1.097 373 156 8525(73) - 10° em™t Constante de Rydberg.
Rp 5.29177-107° cm Rayon de Bohr.
Z, 4.202 816 54 stat() Impédance du vide
o 0.567 040 0(40) erg/cm®*K*  Constante de Stefan-Boltzmann.
u 1.660 538 782(83) - 10724 g Masse atomique unitaire.
g 980.665 cm/ s Accélération gravitationnelle.
Wy eh/(2m.) = 2.780278(00) - 1071 statA/em?  Magnéton de Bohr.
On a aussi les relations suivantes (en unités SI) :
2k,4
o= 8 (15.7)
60c2h?
R=k,N, (15.1) ;
c
h =1/ = 15.8
= — (15.2) e =\G (15.8)
2m e
mec! L=/ o 15.9
Ra = e (15.3) P 3 (15.9)
h
_ e e 1, =" (15.10)
= = (15.4) P 5
2h 4dme, he
Gm2  m2 4, = \/4me, hc (15.11)
aG = h € = 26 (15.5) 5
c T 0, =X 15.12
P\ GR2 (13.12)
Z o Ho B
= (15.6)
€0
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15.2 Facteurs d’échelle

d =107' : deci
c =107% : centi
m =107 : milli

pw=10"% : micro

Y =10 yotta
Z =10" : zetta
E =10 :exa

P =10" : peta
T =10 :tera
G =10 :giga

M =10° : mega
k =10° : kilo

h =10% : hecto
da = 10" :deca

n =10"" : nano
p =107"% : pico
f =107 : femto
a =10"" :ato
z =107 : zepto
y =107%* :yocto

15.3 Relations entre les unités du SI

Les unités fondamentales du SI sont : A (ampere [Courant Electrique]), s (seconde [Temps]), kg (kilo-
gramme [Masse]), m (metre [Longueur]), K (Kelvin [Température]), mol (mole [Quantité de Partic-
ules)) et cd (candela [Intensité Lumineusel]).

_ 1 . 5 kq - m?
Hz = fn : Hertz [Fréquence] O — 52 m3 . Ohm [Impédance]
. -8
rad = m Radian [Angle] S =Q7! . Siemens [Conductance]
m? . . ka - m?
Sr = pooc : Steradian [Angle Solide] Wb — % : Weber [Flux Magnétique]
-8
kg -m k
N = = : Newton [Force] T = 1 ~952 : Tesla [Champ Magnétique]
kg . ka - m2
Pa = > : Pascal [Pression) H = —/f? ‘7?2 : Henry [Inductance)
2
J — kg -2m - Joule [Energie] °C = K —273.15 : Degrés Celsius [Température]
I 5 2 Im =cd-sr :Lumen [Flux Lumineux)
W = g : Watt [Puissance] cd - sr .
53 Ix = 5 : Lux [Illuminance]
C =A-s :Coulomb [Charge] e Ny
) ) Bq =s : Becquerel [Radioactivité]
. m P
v =M Vol [Force Electromotrice] m? o )
A-s3 Gy = — : Gray [Radiation Absorbée]
AZ . 84 S
F = : Farad [C 1 [
m? - kg arad [Capacitance] kat = % . Katal [Activité Catalytique]
s
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15.4 Facteurs de conversion

1A=10"m

lua. =1.496-10" m

1 pied = 0.3048 m

1 pouce = 0.0254 m

1 année lumiere = 9.460 7304725808 - 10" m
1 parsec = 3.08567782- 10" m

1 litre = 0.001 m®

lrad = 180°/7

1 minute d’arc = 1°/60

1 seconde d’arc = 1°/3600

lum.a. = 1.660540 - 107" kg = 931.494 MeV
1 u. de temps atomique = 2.418 884254 - 10717 s
lan = 31536000 s

1km/h =0.2777778 m/s

1 Mach = 331 m/s

ldyn =10°N

1 Livre =4.448230531 N
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1l atm = 101.325kPa

1 bar = 10°Pa

1 Torr = 1 mmHg = 133.3224 Pa

leV =1.602-107"J

lerg =1077]

1 Calorie = 4.18681J

1kWh =3.6-10°J

1 Horsepower = 735.498 75 W

1 Gauss =107* T

1 Faraday = 9.648 53383 -10* C
LabVolt =-107%V

1 statVolt = 299.792458 V

1 Poise [Viscosité Dynamique] = 0.1 Pa-s
1 Stokes [Viscosité Cinématique] = -10~* m%/s
1 °Rankine = 9/5 °Kelvin

1 °Fahrenheit = 9/5 °Kelvin — 459.67

1 Rutherford = 10° Bq



Chapter 16

PHY2701 Astronomie et Astrophysique

16.1 Constantes astronomiques

SI Autre
Objet Symbole | Valeur Unités | Valeur Unités | Description
R 2.43(97) - 10° m 0.3829 R Rayon Moyen.
M 3.3022 - 10?3 kg 0.055 M Masse.
a 5.79091 - 1010 m 0.387098 U.A. | Axe Semi-Majeur.
8 Mercure e 0.205 630 — — — Eccentricité.
v 47.87 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
i 7.005° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 48.331° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 29.124° — — — Argument du Périastre.
T 87.9691 J 0.240 846 a Période Orbitale.
R 6.05(18) - 108 m 0.9499 Ry Rayon Moyen.
M 4.8685 - 10* kg 0.815 My Masse.
a 1.0820893 - 10! m 0.723 332 U.A. | Axe Semi-Majeur.
Q@ Vénus e 0.0068 — — — Eccentricité.
v 35.02 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 3.39471° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 76.670 69° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 54.85229° — — — Argument du Périastre.
T 224.700 69 J 0.6151970 a Période Orbitale.
R 6.371 - 10° m — — Rayon Moyen.
M 5.9736 - 10** kg - - Masse.
a 1.495978875- 101 m 1.0000001124 U.A. | Axe Semi-Majeur:
& Terre e 0.016 710219 — — — Eccentricité.
v 29.783 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 1.578 694° — — — Incl. p.r. au Plan Invariant.
Y 348.739 36° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 114.207 83° — — — Argument du Périastre.
T 365.256 366 J 1.000 0175 a Période Orbitale.
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SI Autre

Objet Symbole | Valeur Unités | Valeur Unités | Description
R 3.39(62) - 108 m 0.533 Ry Rayon Equatorial.
M 6.4185 - 10?3 kg 0.107 My Masse.
a 2.27939100 - 10"  m 1.523679 U.A. | Axe Semi-Majeur.

d Mars e 0.093 315 — — — Eccentricité.
v 24.077 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 1.850° — — — Inclinaison Ecliptique.
Q2 49.562° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 286.537° — — — Argument du Périastre.
T 686.971 ¥ 1.8808 a Période Orbitale.
R 4.8(73) - 103 m 0.076 40 R Rayon Equatorial.
M 9.43 - 10%° kg 0.000 158 M Masse.
a 4.13832587 - 10"  m 2.7663 UA. | Axe Semi-Majeur.

? Ceres e 0.079 34 — — — Eccentricité.

v 17.882 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 10.585° — — — Inclinaison Ecliptique.
2 80.399° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 72.825° — — — Argument du Périastre.
T 1,680.5 J 4.60 a Période Orbitale.
R 7.149(2) - 107 m 11.209 R Rayon Equatorial.
M 1.8986 - 10*7 kg 317.8 My Masse.
a 7.78547200- 10"  m 5.204 267 UA. | Axe Semi-Majeur.

% Jupiter e 0.048775 — — — Eccentricité.
v 13.07 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 1.305° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 100.492° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 275.066° — — — Argument du Périastre.
T 4,331.572 J 11.859 20 a Période Orbitale.
R 6.026(8) - 107 m 9.4492 Ry Rayon Equatorial.
M 5.6846 - 10%6 kg 95.152 My Masse.
a 1.433449370- 102 m 9.582 01720 U.A. | Axe Semi-Majeur.

h Saturne e 0.055723 219 — — — Eccentricité.
v 9.69 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
) 2.485 240° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 113.642811° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 336.013 862° — — — Argument du Périastre.
T 10, 832.327 ¥ 29.657 296 a Période Orbitale.
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SI Autre
Objet Symbole | Valeur Unités | Valeur Unités | Description
R 2.555(9) - 107 m 4.007 Ry Rayon Equatorial.
M 8.68(10) - 10% kg 14.536 M Masse.
a 2.876 678082 - 102 m 19.22941195 U.A. | Axe Semi-Majeur.
& Uranus e 0.044 405 586 — — — Eccentricité.
v 6.81 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 0.772 556° — — — Inclinaison Ecliptique.
2 73.989 821° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 96.541 318° — — — Argument du Périastre.
T 30, 799.095 ¥ 84.323 326 a Période Orbitale.
R 2.47(64) - 107 m 3.883 Ry Rayon Equatorial.
M 1.0243 - 10% kg 3.829 M Masse.
a 4.503443661 - 102 m 30.10366151  U.A. | Axe Semi-Majeur.
& Neptune e 0.011 214 269 — — — Eccentricité.
v 5.43 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 1.767975° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 131.794 310° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 265.646 853° — — — Argument du Périastre.
T 60, 190 ¥ 164.79 a Période Orbitale.
R 1.151 - 10° m 0.18 Ry Rayon Equatorial.
M 1.30(5) - 10?2 kg 0.0021 My Masse.
a 5.906 376272 - 102 m 39.48168677 U.A. | Axe Semi-Majeur:
P Pluton e 0.248 807 66 — — — Eccentricité.
v 4.666 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
1 17.14175° — — — Inclinaison Ecliptique.
Y 110.30347° — — — longitude du Noeud Ascendant.
w 113.763 29° — — — Argument du Périastre.
T 90,613.305 ¥ 248.09 a Période Orbitale.
R 1.73710 - 106 m 0.273 R Rayon Equatorial.
M 7.3477 - 10?2 kg 0.0123 My Masse.
a 3.84399 - 108 m 0.002 57 UA. | Axe Semi-Majeur.
C Lune e 0.0549 — — — Eccentricité.
v 1.022 km/s | — — Vitesse Orbitale Moyenne.
) 5.145° — — — Inclinaison Ecliptique.
T 27.321 582 J — — Période Orbitale.
R 6.96 - 108 m 109 R Rayon Equatorial.
® Soleil M 1.9891 - 10%° kg 332946 My Masse.
L 3.846 - 10 w 3.75-10% Im Luminosité.
Tesy 5778 K - - Température Effective.
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Identités et utilités mathématiques

17.1 Géométrie

17.1.1 Sphere

Son volume est :

B AT R3
3

1% (17.1)

ou I? est son rayon. Sa surface est :

(17.2)

17.1.2 Cylindre

Son volume est :
V = r1R?h (17.3)

ou R est le rayon de sa base et h sa hauteur. Sa
surface est :

S =7R(2h + R) (17.4)

17.1.3 Disque

Sa surface est :

ou R est son rayon. Sa circonférence est :

17.1.4 Cone

Son volume est :

B hr R?

v
3

(17.5)

(17.6)

17.7)

ou R est le rayon de sa base et h sa hauteur. Sa

surface est : Son volume est :

S =mR(R+ Vh?+ R?)

(17.8)

Le centre de masse d’un cone se trouve au /4 de h

par rapport a la base.
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17.2 Complétion de carré

On doit exiger la forme canonique pour déduire les constantes k; et ks :

Az’ + Bx +C = Az + k1)* + ky

On en tire :
B
kil = —
1724
BQ
ko =C — —
2 4A

17.3 Racines du second degré

(17.9)

(17.10)

(17.11)

La solution a une équation du second degré de la forme Az? + Bx + C' = 0 peut s’écrire :

—-B+ VA
2A

T4 =

o |A=B’—4AC

(17.12)

On a une seule racine réelle double si A = 0 et on a deux solutions complexes si A < 0.

17.4 Racines du troisieme degré : Méthode de Cardan

La méthode de Cardan permet de résoudre toutes les équations du troisieme degré :

’ax?’—i-me—l—cx—i-d:O‘

qu’on peut réécrire :

P +pr+qg=0
Avec :
b
r=z— —
3a
B b2 c
P 3a2  a
b (2b2 90) d
q_27a a? a a

On calcule le discriminant de (17.14):
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1741 Casou A >0

On a une solution réelle et deux complexes :

Avec :

174.2 Casou A =0

21 =§4) + &)

20 = j€0 + 77

23 = 128+ + (D)0

On a deux solutions réelles dont une double :

174.3 Casou A <0

On a trois solutions réelles :

Avec :

a=E+&
22 ng"‘ Gé)*

23 =% + (525)*

é_S_Q‘f‘Z'\/—A
N 2
~._€27T7r_ —1+iv3

T T
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17.5 Racines d’un degré quelconque : Méthode de Sotta

La méthode de Sotta permet de résoudre un ensemble particulier d’équations de degré n. On considere

At + an, 12" .t ar+ag=0 (17.36)

On définira a partir de (17.36) 1’équation résolvante de Sotta :

an—1)(n—2) +28(n —1)6+2y=0/ou: (17.37)
a = 2nana,_o — (n—1)a2_, |: (17.38)

B = 3napan_s — (N — 2)ap_10,_3 | (17.39)

v =3(n—1ay, 10,3 —2(n —2)a>_, (17.40)
(17.41)

La méthode de Sotta ne s’appliquera que si (17.37) existe et n’admet aucune racine nulle, ce qui sera le
cas si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(17.42)
(17.43)

La méthode de Sotta exige aussi que les racines de (17.36) puissent s’écrire de la forme :

Tp = AYB - CY/D (17.44)
EYB - FYD

Ce qui est possible seulement si ces (n — 3) équations sont satisfaites pour tout i entre i = Oeti = n—4
inclusivement :

(Pl — Colala + G — Ci¢als + (¢ = 0| ou: (17.45)
Cn = (G +m)l(n—i—m)lajm (17.46)

Alors, on solutionne I’équation résolvante de Sotta avec (17.12) pour obtenir §+) et on en tire directe-
ment les racines de (17.36) :

2kim

_Swen P —E VY

Tk T oun0<k<n-—1let: (17.47)
R L

© = ap_1 +nEyay|: (17.48)

Y= ap-1+né)an (17.49)

17.5.1 Application aux racines du troisieme degré
Soit :

asx® + asx® + a1x +ag =0 (17.50)
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Alors, les conditions (17.42) s’écrivent :

3aza; — a3 # 0 (17.51)

3apag — ai # 0 (17.52)

La condition (17.45) est toujours respectée pour le troisieme degré.

Cas ou (17.51) et (17.52) sont satisfaites
On trouve la résolvante de Sotta :
(3asza; — a3)x* + (9asag — asar)x + (3agas —a3) =0 (17.53)

On résoud celle-ci, puis on utilise (17.47).

Cas ou (17.51) n’est pas satisfaite
* On multiplie par 3a;a, tous les termes de (17.50).
* On utilise (17.51) pour éliminer ag.

* On remet I’équation sous la forme (ayr + a;)® = a3 — 3apaya,

On en tire :
W _
py = Y1 2tz 7 M (17.54)
a2
i
g — es /a3 — 3agaras — ay (17.55)
a2
vy — e s /ad — 3agaias — a; (17.56)
a2
(17.57)
Cas ou (17.52) n’est pas satisfaite
* On multiplie par 3a;a, tous les termes de (17.50).
* On utilise (17.52) pour éliminer ay.
¢ On remet I’équation sous la forme (a;27 " + a)® = a3 — 3ajaza3
On en tire :
vy = Q (17.58)
Va3 — 3ajazaz — as
Ty = il (17.59)
€3 /a5 — 3aia2a3 — az
T3 = il (17.60)
€3 /a3 — 3ajaxaz — ag
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17.6 Identités trigonométriques

17.6.1 Identités de base

M 6 = &
O\ cos|versin D exsec E

el — S A -

B

(a) Fonctions trigonométriques.

(b) Points sur le cercle unitaire.

Figure 17.1: Relations entre les fonctions trigonométriques et le cercle unitaire [15].

On a les relations : cos 0 cos ¢ = 1/2[cos(0 + ¢) + cos(§ — ¢)]

cos? @ +sin?6 =1

sec?f + tan’6 = 1

cos(f + ¢) = cos b cos ¢ F sin @ sin ¢

sin(f + ¢) = sin 6 cos ¢ + cos O sin ¢

tan 6 + tan ¢

1 Ftanftan¢

sin(26) + sin(2¢)

cos(26) + cos(2¢)

cos(2¢) — cos(20)
(20) — sin(20)

tan(f £+ ¢) =

sin(2

17.6.2 L’identité d’Euler

sin 0 sin ¢ = 1/2[cos(§ — ¢) — cos(0 + ¢)]
sin 6 cos ¢ = 1/2[sin(0 + ¢) + sin(6 — ¢)]

cos® 0 = 1/2[1 + cos(26)]
sin? @ = 1/2[1 — cos(20)]

cos f+cos ¢ = 2 cos (H%b) cos (9_—¢>
cos 0 —cos ¢ = 2sin (HTQS) sin (9—

sin f+sin ¢ = 2sin <$) coS (

619

=cosf +isinf

€i0 + efiH

cos = ——  sinf =
2

o—if 1 — 20

tan9 = ml
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17.6.3 Fonctions hyperboliques

sinh(#)
"""" cosh(#)
"""" tanh(#)

esch(#)
------- sech(#)
= = = coth(#)

Figure 17.2:
On définit :
e+ e *
hz =
cosh z 5
ef —e’ %
b s —
sinh z 5
e —1
tanhz = ———
ante ez + 1

17.6.4 Matrice de rotation

La matrice de rotation permettant de faire tourner un vecteur v’ dans le sens anti-horaire tel que :

est la suivante :

i
5

—_

5

Visualisation de différentes fonctions hyperboliques.

cos (iz) = cosh z
sin (iz) = isinh z
cosh (iz) = cos z

sinh (iz) = isinz

cosh? z —sinh?z =1

sech? 2z + tanh?z = 1

7 = M(0)7

sinfl  cosf

(0 — {cos@ —sin&]

Elle permet aussi de faire tourner une matrice avec :
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17.6.5 Géométrie

Loi des sinus :

sinaw  sinf3  sinvy

a b c

Lois des cosinus :

A
Y

a’> =b% + & — 2bccos a

b2 = a® + 2 — 2accos B

Figure 17.3: Triangle rectangle (2 — 42 1 p2 _ 94} cos

[15].

17.6.6 Conversions trigonométriques

nus osinus angente osécante ccante otangente
| | Si Cosi Tang Cosé | sé | Cotang
sinf = sin 6 +v/1— cos? Wi L et bl t o
_ i 2 1 Viesc2 0—1 1 cot
cos) = | £y1—sin"0 cost i i—m ey sec 0 \/1+$ot20
_ sin 6 V1—cos? 6 1 / 1
tanf = ﬂ:m Z*:W tan @ ﬂ:m + SE‘:C2 f—1 ot
V1+tan? sec /
cscl = sirll ] j:\/ﬁm il:;+09 csc \/T% +V1+ COt2 0
_ 1 1 2 csc V1+cot? 6
secl = :I:—\/m g ++v/1 + tan? 0 W T sec @ F el
v/ 1—sin? 0 cos
cotd = Zl:T \/Tﬁ ﬁ Zl:\/ csc2f — 1 j:\/ﬁ cot 0
17.6.7 Réflexions et déphasages
sin(—0) = —sinf sin(7/2 — 0) = cos 0 sin(m — 6) = sin 6
cos(—0) = cosf cos(m/2 — 0) = sin 6 cos(m — ) = —cos b
tan(—60) = — tan 6 tan(7/2 — 6) = cot 0 tan(m — 0) = —tan
csc(—0) = csc csc(m/2 — 0) = secd csc(m — ) = csc b
sec(—0) = sec sec(m/2 — 6) = cscl sec(m — 0) = —sec
cot(—0) = —cot 6 cot(m/2 — 0) = tan 6 cot(m — 0) = —cot 0
sin(6 + 7/2) = cos 0 sin(f + ) = —siné sin(6 + 27) = sin 6

cos(f +m/2) = —sin 6
tan(0 4+ 7/2) = — cot
cse(f + 7/2) = sec

sec( + 7/2) = —csc 6
cot(0 + 7/2) = — tan 6

17.6.8 Théoreme de Moivre

cos(6 + ) = —cos b
tan(6 + 7) = tan 6

csc(f +m) = —cscl
sec(f + m) = —secl
cot(f + m) = cot

(cos + isin0)" = cos(nh) + isin(nh)
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cos(f + 2m) = cos 6
tan(0 + 27) = tan @
csc(f + 2m) = csc b
sec( + 2m)

cot(f + 2m) = cot §

= sect
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17.6.9 Puissances

sin?@ = 1/2[1 — cos(26)]

sin® § = 1/4[3sin 6 — sin(30)]

sin? @ = 1/8[3 — 4 cos(26) + cos(40)]

sin® @ = 1/16[10sin § — 5sin(36) + sin(56)]
cos 0 = 1/2[1 + cos(26)]

cos® 0 = 1/4[3 cos 0 + cos(36))

cos’ 0 = 1/s[3 + 4 cos(260) + cos(46)]

cos® 6 = 1/16[10 cos 0 + 5 cos(30) + cos(50)]

17.6.10 Multiples d’angles

2tand
sin(26) = 2sinf cos ) = ﬁ
1 — tan®6
cos(28):c0829—sin20:1+t%
2tand
tan(20) = ———
an(26) 1 —tan%6

sin(36) = 3sin 6 — 4sin’® 0
cos(30) = 4cos® 6 — 2cos b

3tanf — tan® 0
tan(30) = 1 —3tan®4

17.6.11 Demi-angles

1 _
)=/

0 1+ cosé
o (§) =

0 /1 — cos® sin 6 1 —cost
tan (5) = cscf —cotf =+ 14+cos® 1-+cosf  sinh

sin
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17.6.12 Fonctions trigonométriques inverses

arcsin x + arccos z = /2

arctan x + arctan1/z = {
in(arctan z) x
sin(arctan r) = ———
V14 22
1
cos(arctan r) = ———
1+ 22
tan (arcsin z) x
an(arcsin ) = ————
V1—2a?
) V1—2?
cot(arcsinz) = ———
x

sin(2arccos ) = 2xV'1 — 22

sin*(1/2arccos z) = 1/2(1 — x)

m/28ix > 0
—mfesix <0

arctan x + arccot x = 7/2
sin(arccos ) = V

1 —a?
: B x
sin(arccot x) = By
cos(arcsinz) = V1 — 22
V1— a2
tan(arccosr) = ——
T
x
V1— a2

cot(arccos x) =

cos(2arcsinz) = 1 — 222

cos®(1/2arccos ) = 1/2(1 + )

17.6.13 Fonctions trigonométriques inverses en exposants

17.6.14 Séries

sin(nf) = Z C}! cos® 0 sin™ " f sin <<—

cos(nb) = Z C} cos® 0sin™ " 6 cos ( (

arcsinz = —iln(iz + V1 — 22)
arccosx = —iln(x + Va2 — 1)
1+ x)

arctanz = i/21n (
i—x

arcesc r = —i (/e + /1 — 1/2?)

arcsecx = —iIn(Yz + /1 — i/22)
arccot x = i/21n (Z — x)
i+

n—k;)7r>

2
k=0

n—kz)7r>

2
k=0
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17.6.15 Autres
tan([n + 1]0) = tan(nd) + tan 6

~ 1 —tan(nf) tan 6

cot(nf) + cot§ — 1

cot([n + 1]0) = cot(nf) cot 0

sin 6 ad 0
Lo (1)

cos) =0 [1—%] sinh@z@ﬁ[1+
n=1

n=1 n-= 1/2)2
COSh9 = (91_[ |:1 -+ m]
n=1

17.6.16 Fonctions trigonométriques obsoletes
versinf) = 1 — cos 6

coversinf =1 —sin ¢
haversin § = 1/2 versin ¢
hacoversin # = 1/2 coversin 6
exsec ) =sect — 1

excsc = csch — 1

17.7 Identités logarithmiques
On a les relations suivantes :

log (z - y) = logz + logy
log (") = nlogz
log (z/y) = logz —logy

17.7.1 Approximation de stirling

Lorsque n est suffisamment grand, on a que :

1
Inn!l~nlnn—n+ =Ilnn

Ceci découle de I’identité :

1 ,n
lim e _ V2T
n—00 n”\/ﬁ

17.8 Fonction gaussienne

sin 6 = eﬁ = Wf;]

n=1

2

7r2n2]

(17.62)
(17.63)
(17.64)

(17.65)

(17.66)

(17.67)

Une fonction gaussienne est aussi appelée fonction en cloche. Elle correspond a :

_(a=b)?

Flw) = A5
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Alors, on dit que I’écart-type de sa distribution est o, son point maximal est situé a x = b et la largeur a
mi-hauteur est 24/2 In 2. On a aussi la propriété :

17.9 Fonction erreur

On définit la fonction erreur définit comme une intégrale sur la fonction gaussienne :

o) )2
/ Ae*(%g) dr = AoV 2w

o0

2 €T
erf(z) = ﬁ/[) et dt

Ainsi que fonction erreur conjuguée :

Elles sont normalisées telles que :

Aussi, on a que :

2 e
erfc(r) = — e dt
7

lim erf(z) =1

r—00

erfc(0) =1

erfe(z) =1 — erf(x)
erf(—z) = — erf(z)

17.10 Identités différentielles et intégrales

Dérivée d’un produit :

Dérivée d’un quotient :

Dérivées composées :

Intégration par parties :

(17.68)

(17.69)

(17.70)

17.71)
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17.11 Table de dérivées

] =n = 2 o] =

; i ddr _xl.na
%:azlna %:cosx %:—smx
d%e =sec’ x % =secxtanw % = coshx
di:z: = sinhx % = —csc’x % = —cscxcotw
Harsing] - ———  Tfarews) - o=y farctang) - 5

1 d 1 d —1
—|larcsecr | = —————— —alCCSC T | = ————F——
e e S L

4 ferceota)
—arccotr | = —
dx

17.12 Analyse combinatoire
Il existe C" facons de réarranger n objets distincts :
C" =nl (17.72)

Le coefficient binomial C!, représente le nombre de fagons de réarranger deux ensembles d’objets dont
les ensembles sont distincts entre eux, mais pas les objets qu’ils contiennent :

L 17.73
™ ml(n —m)! (17.73)

La probabilité d’obtenir m fois un résultat de prababilité p versus le seul autre résultat de probabilité q
dans un total de n observations suit la distribution binomiale :

P,(m)=C}p™¢"™™ (17.74)

17.12.1 Expansion binomiale

On peut décrire une expansion binomiale a 1’aide du coefficient binomial :

n

(+y)"=> Cha""y" (17.75)

m=0
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17.12.2 Triangle de Pascal

On peut construire le triangle de Pascal en additionnant les deux diagonales supérieures pour déterminer
le chiffre en chaque point. Alors, chaque étage de celui-ci correspond a une valeur de n dans C;!, alors
que la position horizontale dans I’étage correspond a m, en commencant respectivement par n = 0 et
m = 0.

n=>0 1

n=1 1,1

n=2 1,2,1

n=3 1,3,3,1

n=4 1,4,6,4,1

n=2=u 1,5,10,10,5,1

n==~6 1,6,15,20,15,6,1
n=71 1,7,21,35,35,21,7,1
n==3y 1,8,29,56,70,56,29,8,1
n=29 1,9,37,85,126, 126, 85, 37,9, 1
n =10 1,10, 46, 122, 211, 252, 211, 122, 46, 10, 1

17.13 Identités vectorielles

Le théoréeme fondamental du calcul est le suivant :

b
/ V() - dl = 6(b) — bla) (17.76)
On a aussi le théoreme de la divergence et ses variantes :
/ V- F(@dV = yﬁ F(7) - i dA (17.77)
|4 S
/ Vo(F)dV = 55 o(F)i dA (17.78)
\% S
/ V x F(R)dV = yfn x F(F)dA (17.79)
\% S
(17.80)

ou V représente le volume sous-tendu par la surface V' et n est un vecteur unitaire perpendiculaire a S
pointant vers I’extérieur de la surface.
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Finalement, le théoreme de Stokes et ses variantes :

/v x F(F)-fdA = y{ﬁ(ﬁ) -dl (17.81)
/ }Ig o7 (17.82)
S
/ﬁ <V x F(f) dA = 55 il x F(7) (17.83)
S C

(17.84)

ou S représente la surface sous-tendue par la circonférence C' et n est un vecteur unitaire perpendiculaire
a S pointant vers 1’extérieur de la surface.
Pour des vecteurs quelconques A B C’, D,ona:

A-BxC|=B-CxA=C-AxB (17.85)
AxBxC|=(A-C\B—(A-B)C (17.86)
(Ax B)-(CxD)|=(A-C)(B-D)—(A-D)B-C) (17.87)
(Ax B)x (CxD)|=(A-CxD)B—(B-CxD)A (17.88)

17.13.1 Gradient §¢

Pour la définition, voir 3.5. On a les identités suivantes :

V(pp)|= ¢V + V¢ (17.89)

— — — — —

V(F-G)|=( ﬁ)G+(G VF+FxVxG+GxVxF (17.90)

Dans le systeme cartésien, on 1’écrit :

- of . of . Of.
_ 97 htll e 17.91
Vf 8xx+8yy+8zz (17.91)
Dans le systeme cylindrique :
- of . 10f f
== —=Lg 17.92
VI=5,T a0’ T 5 (17.92)
Dans le systeme sphérique :
- of . 10f 4 1 of »
s Ay i 17.
Vi o T r 06 * rsinf 0o (17.93)
Dans le systeme parabolique cylindrique :
- 1 of .  Of of
_ =L - 17.94
v/ w/0'2+7'2(80' +3TT>+8,ZZ (17.94)
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17.13.2 Divergence V -

Pour la définition, voir 3.15.1. On a les identités suivantes :

V. (¢F)|= ¢V -F+(F-V)o
VIFxG)|=G-VxF—-F-VxG
Dans le systeme cartésien, on I’écrit :
- = O0F, O0F, OF
F = T Y z
v ox + dy * 0z
Dans le systeme cylindrique :
p Op p 0¢ 0z
Dans le systeme sphérique :
. 1 9(r*F,) 1 0Fy 1 O(Fysing)
2 or rsinf 00 = rsing 0¢
Dans le systeme parabolique cylindrique :
. 1 oF, OF OF.
V . F — < e T) 4
o2+ 712\ do or + 0z

17.13.3 Rotationnel V x F

Pour la définition, voir 3.15.2. On a les identités suivantes :

ﬁx(¢ﬁ) =VoxF+¢V xF
VIExG)|=(V-G+G - V)F—(V-F+F-V)G
Dans le systeme cartésien, on 1’écrit :
- o oF, O0F, oF, OF oF, OF.
F = 2 _Z"Y )4 z _ 2\ 5 -y T2
VX <8y 82>x+(az 8x> <(9x 8y)z
Dans le systeme cylindrique :
- o 1OF, OFy\ . 0F, OF,\. 1/0(pF,;) OF,\.
F=(Z _ = —r _ - _=°r
Vo <pa¢ 82) +<8z ap>¢+p< ap a¢)z
Dans le systeme sphérique :
= — 1 0(F¢ sin 9) 8F9 “ 1 1 8Fr 8<TF¢) ~ 1 a(TFg) GFT ~
F= _ - _ S(2Ate) Zor
VX rsin&( 00 8¢)r+r<sin0 o6 or )9+r< or 00 )9
Dans le systeme parabolique cylindrique :
g 1 0F, O0F,\. 1 0F, O0F,\. 1 d(pFy) OF,\ .
F= — — _
VX <,/g2-|-7—2 or 0z >U («/024—7-2 do 0z >T+,/(;2_|_7—2( ap 0¢ )Z
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17.13.4 Laplacien scalaire V¢

On a ’identité suivante :

V=V (Vo)

Dans le systeme cartésien, on I’écrit :

o*f 0*f  O°f
2
Vif=5 +8 + 5.2

Dans le systeme cylindrique :

of 1 82f  O%f
ap)Jr_?aTsfr@

v

Dans le systeme sphérique :

Vi ==

r2 87“( gi’C) * 7’2811119889 (%Sl 9) +

_ 1 of
r2sin? § O¢?

Dans le systeme parabolique cylindrique :

1 (82f+82f> +82f

024+ 712\002  O12 022

Vi =

17.13.5 Laplacien vectoriel V2F

On a ’identité suivante :

—

V2F=(V-V)F=V(V-F)-=VxV

x F

Dans le systeme cartésien, on I’écrit :

V2F = V?F,i + V?F,jj + V*F,2

Dans le systeme cylindrique :

Dans le systeme sphérique :

op _ (w2

Vi —(V Er r2  r2siné
2 OF, 1

V2F, + —

( o+ r2 00 r251n29[

2 9F, 1

r2sinf 0¢

<V2F¢ +

r2sin’ @

163

[F¢ — 2cos—

2F, 2 [8(F%séin9)+3af;¢}> n

F9+200808i}>é+

0¢
OFp7N -
3))?

(17.107)

(17.108)

(17.109)

(17.110)

(17.111)

(17.112)

(17.113)

(17.114)
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17.13.6 Dérivée seconde
On a les identités suivantes :
VxVxF=V(V-F)-V*F
V x (V¢) =0
V- (VxF)=0

17.13.7 Résultats en coordonnées sphériques

Soient 77 = 7 4 177 en coordonnées sphériques. V est pris par rapport a 7 et \& par rapport a 77. On a les

résultats suivants :
/1 A
o
/1 A
V()
- (7] 1
V()
V2<%) - ﬁ(;—ﬁ) — —4rn6*(n)
17.14 Distribution Heavyside
On définit :
o ={ o 5120

Elle est reliée a la distribution Delta de Dirac par la relation :
doe
@) _ sa

dz

Distribution delta de Dirac

17.15
On définit :
oo six=0
o) = { 0 sinon
et sa version généralisée en trois dimensions :
3/ o 0o SsiT = 6
8°(7) = s(x)s()a(z) = { % S
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(17.119)
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(17.121)
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On en tire :

On a aussi les propriétés suivantes :

d(z) = —d(x)

zd(x) =0

S(az) = |a| "oz

§(x* — a®) = [2a| '[6(x — a) + 6(z + a)]
[ s@its@) - ay iz = 9| T |
f@)d(z —a) = fa)d(z — a)

Sl = Yot - 2]

17.15.1 Delta de Kronecker

C’est la version discrete de la distribution Delta de Dirac :

o = { L

sin=m
0 sinon

17.16 Notation d’Einstein

tel que f(z,) = a

ou z; sont les zéros de g(z)

(17.126)

(17.127)

(17.128)
(17.129)
(17.130)
(17.131)

(17.132)

(17.133)

(17.134)

(17.135)

(17.136)

Dans la notation d’Einstein, les indices répétés impliquent une sommation sur ceux-ci. Ce sont des
indices muets, c’est-a-dire qu’on peut changer leur définition sans en affecter les résultats. On note 0;
une dérivée par rapport a I’indice 7. Voici quelques exemples d’expressions dans cette notation :

Gradient :

(Vo) = i
Divergence :

V.-F =0F,
Rotationnel :

(6 X ﬁ)z = €;x0; Fj,

(17.137)

(17.138)

(17.139)
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Laplacien scalaire :

V2 = 0%

Laplacien vectoriel :

(V2F); = 20,0;F; — 92 A,

(17.140)

(17.141)
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17.16.1 Tenseur de Lévi-Civita

Le tenseur de Lévi-Civita est défini comme :

) _{1 sii=1,j=2eth=3
“k =0 sii=ji=kouj=k

De plus, il est asymétrique sous une permutation d’indice :

€ijk = —€jik

On a aussi ’identité suivante :

€ijk€klm = jz5jm - 5jm5il

(17.142)

(17.143)

(17.144)

Ici, le mot tenseur est un abus de langage, car le tenseur de Lévi-Civita est en fait un pseudo-tenseur se

transformant comme une capacité.

17.17 Factorielle

Soit n € IN. On définit la factorielle comme :

n

nl=][i=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

i=1

0l=1

Et la double factorielle :

n

@) =J]@)=2n-2n—2)-(2n-3)-(...)-4-2

i=1

<2n—1>n:ﬁ<2¢—1):(zn—l).(zn—g)-(zn—5).<...).3.1

i=1

ol =11= (-1l =1

On a les relations suivantes :

(2n)!! = 2"n(n — 1)!

~ (2n-1)!
(2n — 1!l = m

(2n — 1)!1(2n)!! = (2n)!

17.17.1 Factorielle croissante

On définit la factorielle croissante :

(17.145)

(17.146)

(17.147)

(17.148)

(17.149)
(17.150)

(17.151)
(17.152)

(17.153)

(17.154)
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17.17.2 Factorielle décroissante

On définit la factorielle décroissante :

(7)) = I = ' (17.155)

On a la relation suivante :

(=)™ = (=1)"(2)(n) (17.156)

17.18 Puissances itérées de Knuth

On définit les puissances itérées de Knuth pour caractériser des nombres exceptionnellement grands :

a(a(a“'>))

allb=a b fois (17.157)
attTb=aT (a1l (aT]...))| bfois (17.158)

En voici un exemple :

3113=3"~76-10"

17.19 Systeéeme de coordonnées

17.19.1 Cylindrique p, ¢, z

On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires :

T = pCcos i:cosqﬁ,é—singzﬁgzg (17.159)

!!

y = psin g):singbﬁ—kcosgb(ﬁ (17.160)
2 2—2 (17.161)

z

Ainsi que leurs inverses :

p =22+ y? ﬁ:cosgbi"jtsingbg‘ (17.162)
¢ = arctan (¥/z) b=—singi+cosepy (17.163)
(17.164)
Le jacobien est et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume sont :
dl=dpp+pdpd+dz2 (17.165)
dS = pdodzp+dpdzd+ pdpdd 2 (17.166)
AV = pdpdddz)| (17.167)
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17.19.2 Sphérique r, ¢, 0

On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires dans la notation standard physique :

’x:rsiné’cosgzﬁ‘ i:sin@cosgbf—i—cos@cosgzﬁé—sinqbg% (17.168)
‘yzrsin@singf)‘ g):Sinesinqbf+cos€singbé—|—cosgbg§ (17.169)
2=cosff —sinf0 (17.170)

Ainsi que leurs inverses :
T:\/m ’f:sin9(:os¢§:+sin951n¢g}+cos€2‘ (17.171)
0 = arctan (V2> +v%/z) 0 = cosfcos ¢ i + cosfsin ¢ — sin 6 2 (17.172)
¢ = arctan (Y/z) b= —singd—+ cosoy (17.173)
Le jacobien est et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume sont :
dl=dr#+rdff+rsindded (17.174)
dgzr281n9d9d¢f—i—rsin@drd(bé—i—rdrdﬁqg (17.175)
dV = r?sinfdr do df (17.176)

17.19.3 Parabolique cylindrique o, 7, 2

On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires :

g

A - T A
T =0T T = mT—i— ma (17.177)
IRV . T . o .
y =1o(r* —0°) g = N 7 N o (17.178)
2=2 (17.179)
Ainsi que leurs inverses :
B T o

Q»

_ 2 1 .2 o ”
o=\ Vr-+y —y mx my (17.180)

o T
T=\Vx2+y:+ T+ 0 17.181
\ Yy ty Nt ( )
Z=2 (17.182)

Le jacobien est | J = (0 + 77) | et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume

sont :
Al =o?+72do6+Vo? +12dr7+dz2 (17.183)

>
Il

Q>

dS =Vo? +72drdz6 +Vo? + 12dodz 7 + (0° + 72) do dr 2 (17.184)
dV = (0 + 72)do d7 dz (17.185)
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17.20 Séries de Taylor

La formule générale pour développer une fonction en série de Taylor autour de x = a est :

=/ d\" (x —a)”
= — —_— 17.186
f($> nZ:; (dI) f(x) r=a n' ( )
Si a = 0, on I’appelle une série de MacLaurin. En voici quelques exemples :
= " 2 2 ad 2" 2 B
=3y ix1 — = In(1 = ) L FS%
e nzzo”! et n (14 x) ;() - 7+ 3
0 n 2 3 1 oo
n(l-a) =) ~=|x-1-2 - =Y sl ta?
n=1 n=0
° Zinx” ~ x + 222 + 323 1+x:§:(—1)”&x”
(I-=z)p? = et (1 —2n)nl24n
. >0 . m(m _ 1)x2 _ o . 2+l 3 o
(o)™ =3 Crat| b me+ =5 == s = ) (=)' (g 1= = 5+ g
n=0 n=0
= zn 2 2t = (1 —4™)B, 3 228
= —1)" ~] - =4+ t — —4\" no2n—1| el e
cos e ;( " am SRDY! e ;( e © RIS
- n o o _ = (2n)! _— 23 340
SeC$:;(_1) Wx arcsmx:z_%mm Nx—i—E—I—E
o0 g2 R . o 204l I
R B | S T S i DY ey ] il e
n=0 n=0
= g r? 2t . 4"(4" — 1)Bsy 3 225
cosRE ;(271)! Iy e ; @) ST
) — (—1)"(2n)lz?+! 3 3a° = g2t 2 2P
arcsinh x HZ:O 4"(n!)2(2n+1) x 6 + 10 arctanh x ;2n+1 T + 3 + 5

ou B,, sont les nombres de Bernouilli, £, sont les nombres d’Euler et C)" est le coefficient binomial.

17.21 Séries convergentes

T
L

a—la+ (k—1)plak  px(l —2*1)
-z LN TEE

(]

(a +np)z"|=

> 3
= o

] B 1A 2 e 4
- (1—x)

n=1
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— k i a(z® —1)

— n—1|__
n:0—§(2a+(k‘—l)p) ;ax ==

k-1 k 0

n—1]|__ G(ZIZ' — 1) n_ nl|__ a .

2 ax S ;(—1) ax —1+x51|x|<1

N T a pr | (D)

%(an)x =Tt aoptikl<l Z L= n2

(=D o7 |1 ,

= — | = Re(p) > 1
; 511”1 nzl — = Cp) si Re(p)

0 ( 1)n+1 B - . o B (22p—1 _ 1)7r2p
; | = (1= 25)C() si Re(p) > 0 ; — | = 1Bzl )

s 1 (22 — 1)n2 o0 (—1)n+! 220+l
Z o — 1)2p [Basl 2. (2p)! Z o9 — 1)20+1 =| 2p‘22p+2 o)
n:l(n ) (p> n:l(n ) (p)

(=" >[pra] w2

=& =0.91596559%4 . .. =——1In2
2 (2n +1)2 2 @n+12| 12
n=1 n=1
= 1 2| T(n+1)
———|=2—-2In2 — 27\ In4
Z n(Qn + 1)2 n Z nQF(n) ﬁ n
n=1 n=1
i 1|1 i 1 -8
~l4n? -1 2 | (4n2—1)2| 16
i": 1 32372 i 1 w4 307% — 384
_ - _1\4 |
2| (4n2 —1)? 64 2| (4n? — 1) 768
- 1 - 1 3
——|=2n2-1 —_ —(In3 -1
; n(4n? — 1) " ; n(9n? —1) 2< " )
oo 1 3 = n 1
— —  |=-3+Zm3+2mI2 L
2. n(36n2 — 1) Fometem 2 42 —1)2|" 8
n=1 n=1

°° 1 3 = 1202 -1
Z—:__anz Z—:21n2
—~\In(dn*—1)*| 2 “—~|n(4n* — 1)

- 1 72 > 1 3
— | =4-" _—2m2 _ 2
; n(2n + 1)? 4 ; (n+1)(n—1)| 4
- 1 1 = 1 1
=== == —(V2+1
nzl (dn+1)4n-1)| 2 8 nzl Bn+1)(8n—1)| 2 6(\/_+ )
= U € Z = € 7 air
n:lzn;ém (m—+n)(m—n) amz 0 n:lzn;ém (m+n)(m—mn)| 4m? oumm S Sy
= 1 o L = (1)n+t 1—In2
= 1n —_ — =
2| 2n(2n +1)(2n — 1) 2 2| 2n(2n +1)(2n — 1) 2
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- 1 1 1 7r
= ——In3+
; Gnt)Br+t2)Bn+3)Bnrd)| 6 4 ° 1243
a —1)n+! 1 S~ —1)nt1 1
3 1) :—<l+1n2> 3 (=1) :—(1—1112)
—[3n-2] 3\\3 [ 3n—1] 3\\3
o (_1)n+1 1 ( o0 (_1)(n+3)/2 T In2
- 20n (V2 + 1 ) ) T, n2
; 3 VG T+2In(vV241) ; - 1 5
i (_1)(n+3)/2 o i (_1)(n+5)/3 _5_7'('
| 2n—1 22 | 2m—1 12
o oo 7'('2 1
2| g =2 2|3z | =13~ Y’
n=1 n=1
o 1 oo n2
>lal=e > ||
n=0 n' n=1 TL'
o ’]’LS (0.0 n4
> —|=5e > | =15e
n=1 n=1
ZH:5Qe Zﬁzfzozse
n=1 n=1
> | =877 > | = 4140e
n=1 n=1
S[EF)-2 (o
| nl 2 | (2n+1)! e
| (n+1)3 = n
= 1be =1
2. o 2
=1 1 1 = 1 1 1
> |~ %) > e )
= [ SIS
;% (2n)! Cos nzg (2n —1)! sin
i n! B 1
—~lp+tn-1' (p=2)-(p—1)
17.22 Transformée de Fourier
La définition symétrique des transformées de Fourier est :
1 00 , 1 > ;
flz) = — F(k)e** dk | <= |F(k) = — fx)e ™ da (17.187)
V2T ) oo V2T J o
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17.22.1 Théoreme de Dirichlet

Une fonction localement intégrable sur R peut étre
. .. : (17.188)
exprimée entre | — a, a| par une série de Fourier.
17.22.2 Théoreme de Plancherel
L’intégrale de | — 0o, 00| du module au carré de f(x) est égale a (17.189)
lintégrale de—|oo, 00| du module au carré de F (k). '
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17.23 Transformée de Laplace

On définit comme suit la transformée de Laplace de f(t):

L{ft)} = /OO f(t)e™stdt = F(s)|ous € C (17.190)
Avec les propriétés :

Laf@t)} = al{f(t)} (17.191)

S{f() g@)} = L{f(t)} + £{g(t)} (17.192)

{ } se{F(t)} — f(0) (17.193)

g{d";ff>} =) -ty %fff) » (17.194)

e f)} = L{f)}|,_,., = F(s +a) (17.195)

LLOt —to)f(t —to)} = e L{f(t —ty)} = e " F(s) (17.196)

On a quelques valeurs caractéristiques :

el =0 e7] = p“) Re(s) > 0,p>—1,peC
ei[i) = % Re(s) > 0 ¢{[sinh(at) } = g Rels) > ol

eife]) = ﬁ  Re(s) > a effcosh(an]} = 5 , Re(s) > o
¢{[sin(at) |} = sua-—az ,Re(s) >0 eflesin(bt) ]} = m , Re(s) > a

el cos(at) |} = WSQ ,Re(s) >0 elecos(bt) [} = ﬁ , Re(s) > a

el[e]y = +1,3‘Ee()>0,nelN 2{}— — n+1,§Re(s)>a,n€]N

17.24 Théoreme des résidus

Le théoreme des résidus est le suivant :

56 f(z)dz = 2mi Z res f(z;) ouz € C (17.197)
c

j incl. dans ¢

Il est souvent indiqué d’utiliser les identités :
) 1 ( 1)
sing = —(z— —
27 Z
1 ( . 1)
cosz = =2+ —
2 z
De pair avec celui-ci. Se référer a la section (??) pour plus de détails et de méthodes.
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17.25 Fonction gamma d’Euler

T(x)

(a) Partie réelle (b) Valeur absolue dans le plan complexe

Figure 17.4: Fonction Gamma d’Euler. [15]
On la définit comme :

[(x) = / t" te~tdt lavec t € Rsiz € R
0

I'n+1)=n!|sineN

On a les relations :

Iz)=(z—1)I'(z—1)|siz>0

T(2)T(1 - 2) = szr—m)
Lo+ 1) = it = S
En voici quelques exemples :
(- = 27 () = T
D(-1/2) = ~2/7 r(ej = Y7
L) = VA () = 2V

r(1) =1

17.26 Fonction zeta de Riemann

La fonction zeta de Riemann est définie comme :

(17.198)

(17.199)

(17.200)

(17.201)

(17.202)

(17.203)
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_y:me{{(%+im)}

€

(a) Partie Réelle pour z > 1

(b) Représentation des zéros non-triviaux

Figure 17.5: Fonction zeta de Riemann. [15]

Elle peut aussi étre écrite dans une forme équivalente :

On a les relations :

1 0o uxfl
= d
[(x) /0 1"

y="9m{C(5+ix)}

_ 20 (z)((z) cos (%)

2m)®

T

r(—

2

)W‘x/Qg(x) = F(l — x>7r_(1_x)/2§(1 — )

2

Ainsi que :

ol v est la constante d’ Euler-Mascheroni :

lew) - <) =

r—1

v = 0.577215664 901 532 860 606 512 090 082402431 042 . ..

Pour des entiers n € IN*, on a que :

n IBQn(Qﬂ')2n

<) = 0" =
Bn+1
¢em=—
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ou B, sont les nombres de Bernouilli (voir 17.28). Voici quelques valeurs pour la fonction zeta de

Riemann :
2
((1) = o0 =%
T
¢(3) =2A=1.2020569032. .. ¢(4) =90
6
5) = 1.0369277551 ... 6) = —
((5) ((6) = o7
8
m
=1. 492774 ... =
¢(n) 008 349 277 ¢(8) 9150
10
9) = 1.002008 3928 . .. 10
ou 2 est appelée la constante d’Apéry.
17.27 Nombres d’Euler &,
Les nombres d’Euler sont définis par leur fonction génératrice:
Y e, 13— - ol Jt| < = (17.211)
—~ "n! COSh:IZ‘ 2
Ceux d’indice impairs sont nuls. En voici quelques-uns :
=1 E12 = 2702765
E =—1 &4 = —199 360 981
E,=5 E16 = 19391512145
& = —61 E1s = —2404 879675441
Es = 1385 Eap = 370371 188237525
4n 480n* + 9
= —50521 n = (—1)" ( —
E10 205 & (=1) 8\/> me 480n2 — 1
17.28 Nombres de Bernouilli 5,,
Les nombres de Bernouilli sont définis par :
n! z 1
B, = 5— 17.212
21l Jo e? — 1 zntd ( )

ou C est un cercle de rayon inférieur a 27 dans le plan complexe, parcouru dans le sens anti-horaire,
ou par leur fonction génératrice :

= ou 0 < |t| < 2w
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Ceux d’indice impairs sauf n = 1 sont nuls. En voici quelques-uns :

By=1

By = -1
=1/s

By = —1/30

Bs = /12

Bg = —1/30

Bio = /66

By = —691/2730

Bis="7/s

Big = —3617/510

Big = 43867/798

By = —174611/33

By = 854513/138

By = —236364091 /973
Bog = 8553103/g

Bog = —23749461029/g70
By = 8615841276005/ 329
Bsy = —7709321041217/510

By, = 2577687858367/

Boy ~ (-1)”%/%(%)2”

17.29 Equations différentielles caractéristiques

‘ Nom ‘ Equation Référence ‘
Laplace V2V =0 [17.30]
Legendre | -L[(1—a?)y.] +n(n+1)y, =0 [17.32]
Laguerre :cy;{ + (1—2)y, +ny, =0 [17.33]
Hermite 2xyn + 2ny, =0 [17.34]
Bessel J:Qy;{ i xyn + (22 = nHy, =0 [17.35]
Chebyshev | (1 — 2%y — zy,, + a®y, =0 [17.36]

17.30 Solution a I’équation de Laplace en symétrie azimutale

Soit I’équation de Laplace :

V2V (r,0,¢) =0

(17.214)

Dans le cas d’une symétrie aziumutale V (r, 0, ¢) =

V (r,0), on ales solutions :

o5

Aﬂ" —|——

(17.215)

pl+1

)Pl(cos 6)

ol A; et B; sont des constantes d’intégration, et P;(x) est un polynéme de Legendre (Voir 17.32).

17.31 Harmoniques sphériques

Elles représentent la partie angulaire de la solution de 1’équation de Laplace en coordonnée sphériques

(17.214) :

20 +
v

1(i

— |m])!

e"mOP™ (cos 0) (17.216)

(0,9) = 6\/

4

(+ |m])!
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N

oue=(—1)"sim >0,e=1sim < 0etP"(x) estla fonction de Legendre associée :

Pr(z) = (1 — xz)lmi/Q(di>|m|Pl(x) (17.217)

X

ol Py(x) est un polynéme de Legendre (Voir 17.32).

YR (b) Y () Yi! (d) )9 (e) Vi

(f) V2 (2 (h) Vit (i) Y2 G) Vi

) Vg ) YE! (m) Yi? ) Vi (0) Vit

() VY (@ Y (r) V&2 (s) V&3 (O

Figure 17.6: Harmoniques sphériques.
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(f) Y&t (2 Vi’ (h) V56 (i) Y2 G) YF

(k) YF2 Y+ (m) Y (n) YF5 (0) VF6
(p) V&7 (@ M9 (1) V! (s) V2 OR

W Y& W) VE° (W) V5 x) V&7 (y) V&8

Figure 17.7: Harmoniques sphériques (suite).
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Voici une liste extensive d’harmoniques sphériques :

1 /5
4\ 167

1 /15 ;
+1 +igp
5 = $2 3 —~(3cos?f — 1)e

+2
2

V=~

+1 _

3

+2
3

+3
3

Vi =

+1
4

+2

+3
4

+4
4

1 /15 »
— 4/ —— sin 0 cos fe*%®
4\ 327

1 /7
7V 16x ——(5cos®* — 3cosb)

1 21 )
¢§\/ v sin9(5cos29 - l)ej”‘;s
Z\/ﬁsm 6 cos fe

1 /35 ,
= F-— s\ 61 = sin? fe T3¢

3

T (35cos 6 — 30 cos 0 + 3)

= ;g\/gsin (7 cos® @ — 3 cos e
T

3 /D +2ip
=3V ar sin?0(7 cos®§ — 1)e

3 /35 ,
= F21/ = sin® 0 cos he?
8V m

E 2— sin 96
1 11

(63008 0 — 70 cos® § + 15 cos 6)

™

sin? 0(3cos®0 — cosf) e

™

$§1/@Sm 0(9cos?f — 1)e™® Y& =

3 385

—— sin* @ cos PeTH?

~ 16

65
—(21cos*f—14cos’0+1)e*? Y=

s =

3 )
5 — F35 — sin® fe=?
. 1 [13
Vi = T (231 cos® § — 315 cos* § + 105 cos® § — 5)
1 /273
Gﬂ—:FE 2—Sln6(33cos 0 —30 cos® 045 cos §)e="®
7r
1 /1365 ;
2 = ol sin? 0(33 cos® § — 18 cos? § + 1)e**¢
1 1365 ;
Vs F335 sin® 0(11 cos® @ — 3 cos ) e3¢
3 /91 .
i w5\ 2 sin® (11 cos?  — 1)e*1%
T
3 /1001 A
i 3 sin® 6 cos fe>
;0= 614 3003 i geoio
. 115
V= 3 (429 cos’ §—693 cos® §+315 cos® § —35 cos 0)

105sin 0 ‘
7i1 =F o 816111 (429 cos® §—495 cos* +135 cos? 9—5)6*”’
V or

3 /35 '
V2 =\ = sin? 0(143 cos®  — 110 cos® § + 15 cos §)e=2*?
Y3 — ;i ﬁ sin® 0(143 cos* § — 66 cos® 0 + 3)e*>"¢
7 64V 27

+4 / +4i¢p
7 = —32 —2 sin 0(13 COS 9 3 COS 0)

3 /385 -
+5 — Fopl / o sin® (13 cos® § — 1)e*
3 /5005 .
=6 — 61 sin® § cos e
3 /715 :
7i7:q:—4 gSln 0€i7¢
1 17
G —(6435c05°0 —12012 cos®0+6930cos*0 —1260cos*0 43!
113

17
——sin 0(715cos” @ —1001cos’0+385c0s*0 — 35cosd) e™
64V 2w

3 /595 :
o5\ [ = sin?0(143cos®0 —143cos* 0 + 33cos?0 —1)e*??
1 19635 ;
= Yo\l ox sin® 0(39 cos® § — 26 cos® 6 + 3 cos 0)e*?
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3 1309 - 3 17017 »
44 _ .4 4 2 i E5 _ +5i
3 o5\ 5, SR (65 cos™ 6 — 26 cos” 0 + 1)e Vs Yo\l ox sin® 0(5 cos® § — cos f)e
1 7293 - 3 /12155 -
+6 _ .6 20 _ 1),%6id 47 _ +7i¢
Vs o8 sin® f(15cos” 0 — 1)e Vs :F64 o sin” 0 cos e
3 12 155 -
48 _ +8ip
3 556 5 sin® fe
. 1 [19
Vs = (12 155 cos” § — 25740 cos” 6 + 18 018 cos”  — 4620 cos® § + 315 cos 0)

256

3 /95
— Forg\ o sin 0(2431 cos® 6 — 4004 cos® 6 + 2002 cos® § — 308 cos?  + 7)e*

3 1045 A
2 — o8 sin? 0(221 cos” 6 — 273 cos® § + 91 cos® § — 7 cos #)er*?
1 21945 ;
= Foes sin® 0(221 cos® 6 — 195 cos* § + 39 cos? § — 1)
T

3 ]9 095
9 128 o
w3 217

n* 0(17 cos® @ — 10 cos® O + cos §)e=**

0 = Forg sin® 0(85 cos® § — 30 cos? § 4 1)e**

1 /40 755 3 /13585 -
+6 _ 1 +6ip  )ET _ 1 +7ip
5 198 sin® 0(17 cos® @ — 3 cosf)e Vs 519 - sin’ (17 cos* 0 — 1)e

3 /230945 : 1 /230945 ,

48 _ +8i +9 _ .9 +9i¢
9 556 o sin® @ cos fe A ¥ 712 sin” fe
1 21
W, = =5\ | = (46 189 cos™ @ — 109 395 cos® @ + 90 090 cos® 6 — 30 030 cos* O + 3465 cos® § — 63)
+1 L /1155 9 7 5 3 +ig
o = Fgp\ 5, sin 0(4199 cos” 0 — 7956 cos’ 6 + 4914 cos’ § — 1092 cos” 0 + 63 cos f)e
+o 3 [38) +2ip
0 =55\ 9 sin® 6(4199 cos® 6 — 6188 cos® 6 + 2730 cos* § — 364 cos® 0 + 7T)e
3 5005 -
Vig’ = Forg n® 0(323 cos” 6 — 357 cos® 6 + 105 cos®  — 7 cos 0)e*™"*
3 5005 -
Vit =56\ 2 n* 0(323 cos® 6 — 255 cos® § 4 45 cos? O — 1)e*¢
T
3 1001 A
£ — Foes sin® 0(323 cos® 6 — 170 cos® f 4 15 cos ) e
3 5005 3 /85 085 -
Vit = = 1031 n° 0(323 cos® 0—102 cos® O+3)e*0®  PiET Fr5 n” 6(19 cos® @ — 3 cos §)e*™

1 255255 - 1 /4849845 ’

il(:)s = 5@ o sin 0(19 CcoS 9 ) +8i¢ f(:)g = :FE ————sin 9 COSs Heﬂ:de)

+10 — 1 969 969 10 9 +10i¢
10 1024V
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17.32 Polynomes de Legendre

Lo -

W (X)

(0.0

)i"r

-0.5

-1.0 -(0.5 (.0 0.5 1.0
X

Figure 17.8: Polynémes de Legendre.

Ils découlent de I’ équation de Legendre :

i (1 _ l,2)d,PN($)

dx T

| +n(n+1)Pu) =0

On peut les définir par :

P,(2) 1 55 ! dt
n zZ) = b _—
2me J /1 — 2tz + 12

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

Pule) = 51 () 1* — 1)

- onn! \dx

On a aussi les relations de récurrence :

(n+ 1D)Ppi1(x) — 2n + DaPy(x) + nP,_1(z) =0
dP,(z)

dx

(1 - 2?) d%x) — (n+ D)aPu(z) + (n+ 1)Pois(z) =0

(1—2?) + nxP,(z) —nP,_1(x) =0

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec 1 comme fonction de calibration :

1
2
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En voici quelques exemples :

,Po(SC) =1
731(36) =X
Po(z) = 3z2 —1

5x3 — 3x
Ps(x) = —

352% — 3022+ 3
7)4($) = 3

6325 — 7022 + 152
Ps(x) =

Figure 17.9: Polynomes de Laguerre.

Ils découlent de I’ équation de Laguerre :

d*L,(x)

x
dx?

On peut les définir par :

P 1 efzt/(lft) J
WD) =5
() 27i % (1 —t)tntt

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

Lo(z) = e“"’(d

n! \dz

K

)

On a aussi les relations de récurrence :

(n+1)Lypi(z)+ (x —2n—1)Lu(x) + nLy_1(z) =0

dL,(x)

r———= —nLl,(z) +nL,_1(x) =0

dx
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De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec e~ * comme fonction de calibration :

/ L (x)e " Ly(x)dr = pm (17.230)
0
En voici quelques exemples :
Lo(;ﬁ) =1
Li(z)=1—x
2 _4r+2
Lo(z) = %
—23 +92% — 182+ 6
Ls(x) = 5
() xt — 1623 + 722% — 96z + 24
€Tr) =
! 24
() —2° + 252* — 20023 + 6002% — 600z + 120
€T) =
° 120
o) 28 — 362° + 450z* — 240023 + 54002 — 4320z + 720
€Tr) =
‘ 720
17.34 Polynomes d’Hermite
N T
1 i
Lo i
20 F - : - T
Co P
- H, P
0, H,o e
= L L ; "1] J e .'l i
A - fo
C . - . ; ]
£ S : ’Jl ]
‘2“ :_ 'rlll \\-\ z';’ ‘\"\ z-} __
i ) 4
C s ]
! 1 1 1
03 -1 0 1 2
X
Figure 17.10: Polynémes d’Hermite.
Ils découlent de I’ équation d’Hermite :
d*H.,(z) dH,(x)
On peut les définir par :
n! 2
Ho(z) = — 515 e~ el gy (17.232)
2mi
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On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

w(@) = (~1er () e 17.233
Ha() = (=1)"e" () e ( )
On a aussi la relation de récurrence :
dH,(x)
=2nH,_ 17.234
Et la fonction génératrice :
t p2wt— t2
Z Ho(z)— = (17.235)
ainsi que la relation :
n(+y) = ZCka (17.236)
ou C}! est le coefficient binomial (voir 17.12). De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec e’
comme fonction de calibration :
/ H,(z)e ™ Hopn(z) dz = nl2" /7T (17.237)
0
IIs présentent un lien avec les polynomes de Laguerre :
Honi1(x) = 2(—4)"nlz L7 (2?) (17.238)
ou L est un polynome de Laguerre associé. En voici quelques exemples :
Ho(x) =1
Hi(z) = 2x
Ho(x) = 42* — 2
Hs(z) = 82° — 122
Hy(x) = 162" — 4827 + 12
Hs(x) = 322° — 1602° + 1202
He(x) = 642° — 4802* 4 7202 — 120
Hq(x) = 12827 — 12442° + 33602° — 1680z
Hs(x) = 2562° — 35842° + 134402* — 1344027 4 1680
Ho(x) = 51227 — 921627 + 48 3842° — 80 6402° + 30 240x
17.35 Fonctions de Bessel
Elles découlent des solutions en y(z) de 1’équation de Bessel :
d? d
U W) (02— (o) = 0 (17.239)
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17.35.1 Bessel [/

jl’l (X)

e v e v by Py

Figure 17.11: Fonctions de Bessel J.

On a les solutions de Bessel 7:

o0

(=D

Inlx) = Z m!T(

n=0

m+n+1)

T

<_

2

2m—+n
) ,nelR

avec une définition pour des indices entiers:

On a la relation :

17.35.2 Neumann )

1

TIm(z) = —/ cos(xsinf —mb)db|, m € Z
0

™

On a les solutions de Neumann ) :

,nelR

Avec une définition pour des indices entiers:

1
m

Do () = = /07T sin(x sin @ — m0) df — —

1
T

/ [emt + (_1)me—mt] e—zsinhtdt ,m € 7
0

On a la relation :

D-m(z) = (=1)"Ym(z) sim € Z
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0.6

0.4

17.35.3 Hankel 9

On a les solutions de Hankel $) :

1 I 1 1 1 1] 1 I-;)q-l 1 1

—
=1

Figure 17.12: Fonctions de Neumann 9).

9 (@) = Tu(z) +1Da()

9 (@) = Tul2) — iYa(2)

17.35.4 Bessel Modifiées 7,/C

(17.246)

(17.247)
(17.248)

I,(x)

(a) Bessel 7

K, (x)

Figure 17.13: Fonctions de Bessel Modifiées.
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On a les solutions de Bessel Modifiées 1,k pour étendre x aux complexes:

To(z) = i " Ty (i) (17.249)
Kn(z) = gz"iﬂ (;gn(x) = gz'”“sag})(m) ,neER (17.250)
(17.251)

17.36 Polynomes de Chebyshev du premier type

ol

0.5

7,(x)

00 -

Figure 17.14: Polynémes de Chebyshev du premier type.
Ils découlent de I’équation de Chebyshev :

d*T, () d7,(x)
— 2 n — n 2 et
(1—2%) o T +a T, (x) =0 (17.252)
Dans le cas o = 0.
On peut les définir par :
1 (1 -ttt
T.(2) = —  ————dt 17.253
() = 1 5’5 (1—2tz + 1) ( )

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :
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On a aussi les relations de récurrence :

Toi1(x) — 22T, (x) + T,y (x) = 0O pour n > 1

Tos(2) — oTa(w) — /(T — 2?1 — (Zu(@)] pourn > 1
(2 = [T (@) = 1] = [Toga(z) — Ta(2)]?

2(2” = 1)[Ton(z) = 1] = [Tosi(2) — Toma (@)

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec (1 — %)~/

VT (2) T (20) — 1or Yomrd(n)d(m
i R e e

En voici quelques exemples :

To(z) =1

Ti(z) ==z

To(x) = 22% — 1

T3(v) = 42° — 3z

Ti(r) =8z — 8% + 1

T5(x) = 162° — 202° + 5z

Ts(w) = 322° — 482" + 182% — 1

T7(7) = 642" — 1122° + 562° — Tz

Ts(x) = 1282% — 2562° + 160" — 3222 + 1
To(z) = 2562”7 — 5762 + 4322° — 1202° + 9z

|
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figure 17.15: Polynémes de Chebyshev du deuxieme type.
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Ils découlent de I’ équation de Chebyshev :

2
(1- x2)d ZZEM - xduc’;f) + U, (x) =0 (17.260)

Dans le cas o = 1.
On peut les définir par la formule de Rodrigue :

Un(ZL’) o (_1)n(n + 1)ﬁ ( d >n[(1 . 1,2)n+1/2]

~ in T T (17.261)

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux.
En voici quelques exemples :

Up(z) =1

Uy (z) =2z

Us(z) = 4a* — 1

Us(z) = 8% — 4x

Uy(z) = 162* — 122% + 1

Us(z) = 322° — 322° + 62

Us(z) = 642° — 802* + 242 — 1

U () = 12827 — 19225 + 802° — Sz

Us(x) = 2562° — 4482° 4 2402 — 402* + 1
Uy(z) = 5122 — 102427 + 6722° — 1602° + 10z

Note : Toutes les définitions par une intégrale complexe des polyndomes orthogonaux des sections suiv-
antes suivent un chemin d’intégration dans le sens anti-horaire incluant I’origine.

17.38 Propagation d’incertitudes

Soit f = f(xy,x9,...,x,) une fonction quelconque ou les incertitudes sur tous les parameétres z; sont
indépendantes. On en tire I’incertitude sur celle-ci :

Af = En: (g—xfmif (17.262)

i

=1

17.39 Tableau périodique

17.39.1 Densité de molécules

Soient p la densité volumique de masse d’un type de molécule, u la masse atomique unitaire et A;,; le
numéro atomique total obtenu en sommant celui de chaque atome composant la molécule en question.
Alors, la densité de molécules n = N/V est donnée par :

p

= — 1.2
=7 (17.263)
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I est a noter que dans le systeme d’unités CGS, la relation suivante est valide, ou N, est le nombre

d’ Avogadro :

N, -u=1g En unités CGS seulement.

17.40 Ensembles mathématiques

Z. : Entiers. C : Complexes.
IN : Naturels. Q : Algébiques.
Q : Rationnels. H : Quaternions.
R : Réels. O : Octonions.
I': Imaginaires purs. 5 : Sedenions.

La signification des indices sur un ensemble X suit :

X* : Inclut seulement les positifs ou négatifs.
X* : Exclut le zéro.

X, : Inclut le zéro.

17.41 Alphabet grec

Alpha A« Pi
Béta B Rhd
Gamma 'y Sigma
Delta A6 Tau
Epsilon Eee Upsilon
Zgéta Z ¢ Phi
Eta Hn Chi
Théta O 6 Psi
Iota I Oméga
Kappa K Kk Digamma
Lambda A X San
Mu M pn Qoppa
Nu N v Sampi
Xi = Stigma
Omicron O o Héta
Sho
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7w
Ppo
Yo
T
T o

e 9

vy
Quw
F F
M M

Q9
EE)

c¢
Fr

pb

(17.264)



Bibliography

[1] John R. Taylor: Classical Mechanics, University Science Books (2005)

[2] Hughes-Hallet, Gleason, McCallum et al.: Fonctions de Plusieurs Variables, Edition 2, Les Edi-
tions de la Cheneliere Inc. (2006)

[3] David C. Lay: Algebre Linéaire, De Boeck & Larcier s.a. (2004)
[4] James H. Smith: Introduction a la Relativité, InterEditions/Masson (1997)
[5] David J. Griffiths: Introduction to Electrodynamics, Edition 3, Prentice-Hall (1999)
[6] Pierre Bergeron: Ondes et Vibrations, Université de Montréal (2008)
[7] Stephen Gasiorowicz: Quantum Physics, Edition 3, John Wiley & Sons (2003)
[8] David J. Griffiths: Quantum Mechanics, Edition 2, Pearson Education Inc. (2005)
[9] Pierre Bergeron: Physique Thermique et Statistique, Université de Montréal (2008)
[10] Geoftrey Brooker: Modern Classical Optics, Oxford University Press (2007)
[11] Susan M. Lea: Mathematics for Physicists, Brooks/Cole (2004)

[12] LS. Gradshteyn, LM. Ryzhik: Table of Integrals, Series and Products, Edition 7, Elsevier Inc.
(2007)

[13] C. Kittel: Introduction to Solid State Physics, Edition 8, Wiley (2005)
[14] MathWorld : A Wolfram Web Resource., http : | /mathworld.wol fram.com/

[15] Wikipedia, Wikimedia Foundation, Inc. http : //www.wikipedia.org/

e Remerciements aux professeurs suivants pour la contribution de leurs notes de cours et exposés a des
éléments ne faisant pas partie de la bibliographie :

Pierre Bergeron, Andrea Bianchi, Michel Coté, René Doyon, Richard Leonelli, Richard Mackenzie,
Daniel Nadeau, Yvan Saint-Aubin, Carlos Silva, Francois Wesemael et Viktor Zacek.

e Remerciements a Noé Aubin-Cadot, Sabrina Morel, Nicolas Rey-Le Laurier et Alexandre Favron

pour avoir relevé des erreurs dans les versions précédentes de la Bible de la physique. ® Remerciements
a Bouba pour ses délicieuses crevettes.

192



J.Gagné XI Identités et Utilités Mathématiques Bible de la physique v1.2

Note : Si vous rencontrez des erreurs dans cet ouvrage, je vous serais reconnaissant de me contacter
a I’adresse jonathan.gagne @umontreal.ca pour m’en aviser en spécifiant la page et la version du livre
dans laquelle vous I’avez trouvée.

193



