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Chapter 1

PHY1651 Mécanique classique

1.1 Les trois lois de Newton
1. Sans force extérieure, un corps garde une vitesse constante.

2.
~F = m~a (1.1)

3. forme faible : Principe d’action et réaction : ~F
12

= �~F
21

forme forte : Ces forces doivent être centrales: ~F
ij

= ±F
ij

r̂

1.2 Coordonnées polaires

dr̂

dt
=

˙�ˆ� et
dˆ�

dt
= � ˙�r̂ (1.2)

~v =

˙~r = ṙr̂ + r ˙�ˆ� = ~v
rad

+ ~v
tan

(1.3)

~a =

~̈r = (r̈ � r ˙�2

)r̂ + (r ¨�+ 2ṙ ˙�)

ˆ� = ~a
lin

+ ~a
centripète

+ ~a
angulaire

+ ~a
coriolis

(1.4)

1.3 Loi de Hooke
La loi de Hooke s’applique à des ressorts de constante de rappel k subissant de petits déplacements de
leur position d’équilibre :

~F = �k�~r (1.5)

Leur fréquence angulaire est alors :

! =

r

k

m
(1.6)
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1.4 Résistance de l’air
F

air

= �{�Dv + �D2v2}v̂ (1.7)

où D est le diamètre de la section normale à la vitesse de l’objet. La force qui dépend linéairement
de la vitesse est due à la viscosité de l’air et celle à dépendance quadratique est due à la compression
d’une section d’air à l’avant de l’objet. Pour une sphère à STP, on a les paramètres � = 1.6 · 10

�4

Ns

m

2 et
� = 0.25

Ns

m

4 .

1.5 Moment angulaire
Moment cinétique :

~L = ~r ⇥ ~p (1.8)

Moment de force :
~
� =

˙~L = ~r ⇥ ~F (1.9)

1.6 Énergie
Énergie cinétique :

T =

1

2

mv2 (1.10)

Énergie potentielle gravitationnelle :
U = mgh (1.11)

Énergie potentielle d’un ressort suivant la loi de Hooke :

T =

1

2

k�x2 (1.12)

Liens entre forces et énergie en l’absence de forces non-conservatives :

dT

dt
=

~F · ~v �T =

ˆ
2

1

~F · d~r (1.13)

W = ��U W = �T E
tot

= T + U (1.14)

Une force conservative est dérivée d’un potentiel :

~F = �~rU (1.15)

1.7 Équilibre dans un potentiel
Un corps est en équilibre lorsqu’il se trouve à une configuration correspondant à un extremum du po-
tentiel. Si c’est un minimum: @

2
U

@q

2
i

> 0 et l’équilibre est dit stable. Si c’est un maximum, @

2
U

@q

2
i

< 0 et
c’est un équilibre instable.
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1.8 Formalisme de Lagrange
L’équation d’Euler-Lagrange permet de trouver, pour une intégrale de la forme I =

´
x

f

x0
f(q

1

, q
2

, . . . , q
n

, x)dx

où les fonctions q
i

dépendent d’un seul paramètre x, les fonctions pour lesquelles I est extrêmale :

@f

@q
i

� d

dx

@f

@q0
i

= 0 où q0
i

=

dq
i

dx
(1.16)

De cette équation, on peut appliquer le principe de Hamilton en minimisant l’action :

I =

ˆ
t

f

t0

L(q
1

, q
2

, . . . , q
n

, t)dt (1.17)

où L = T � U est le lagrangien qui dépend des coordonnées généralisées q
i

(t). Ainsi, les équations de
Lagrange permettent de trouver les équations du mouvement pour chaque coordonnée généralisée :

@L
@q

i

� d

dt

@L
@q̇

i

= 0 (1.18)

1.9 Corps en orbite
La distance r d’un corps en orbite autour de son étoile suit la relation

r(�) =

c

1 + ✏ cos�
(1.19)

où � est l’anomalie réelle, ✏ est l’eccentricité et c est la constante :

c =

L2

�µ
où � = GMm et µ ⇡ mM

M
car m ⌧ M (1.20)

� est appelée la constante de force et µ la masse réduite. L est le moment angulaire du corps en orbite,
m est sa masse et M est la masse de l’étoile.
Pour une orbite fermée, le périapsis r

min

et l’apoapsis r
max

sont donnés par :

r
min

=

c

1 + ✏
et r

max

=

c

1� ✏
(1.21)

Le mouvement du corps en orbite décrit alors une ellipse selon l’équation (1.22) dont l’étoile se trouve
à l’un des foyers :

(x + d)

2

a2

+

y2

b2

= 1 (1.22)

Avec :
a =

c

1� ✏2
, b =

cp
1� ✏2

et d = a✏ (1.23)

1.10 Référentiel inertiel
Un référentiel inertiel garde une vitesse constante et n’est pas en rotation.
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1.11 Référentiel non inertiel
Dans un tel référentiel subissant une accélération quelconque, un observateur se trouvant au repos par
rapport à celui-ci aura l’impression que ce sont tous les objets qui lui apparaissent au repos qui subissent
une accélération inverse. C’est pourquoi on introduit les forces virtuelles (aussi appelées forces iner-
tielles) pour traiter le problème comme s’il faisait partie d’un référentiel inertiel. Dans un référentiel
sans rotation subissant une accélération ~A, alors cette force virtuelle s’écrit :

~F
in

= �m ~A (1.24)

1.12 Référentiel en rotation
Soient q

i

des coordonnées faisant partie d’un référentiel inertiel dont les axes pointent dans les directions
⌘̂

i

. Ces directions sont constantes dans le temps, alors on peut écrire :

~r =

X

i

q
i

⌘̂
i

) d~r

dt
=

X

i

q
i

dt
⌘̂

i

(1.25)

Considérons maintenant un référentiel en rotation S
r

selon lequel les directions ⌘̂
i

varient dans le temps.
Du point de vue d’un observateur dans ce référentiel, on aura que :

⇣d⌘̂
i

dt

⌘

S
r

= ⌘̂
i

⇥ ~
⌦ (1.26)

où ~⌦ est la vitesse angulaire du référentiel S
r

. Ainsi,
⇣d~r

dt

⌘

S
r

=

X

i

dq
i

dt
⌘̂

i

+

X

i

q
i

⇣d⌘̂
i

dt

⌘

S
r

(1.27)

et par (1.26) on a :

X

i

q
i

⇣d⌘̂
i

dt

⌘

S
r

=

X

i

q
i

(⌘̂
i

⇥ ~
⌦) =

X

i

q
i

⌘̂
i

⇥ ~
⌦ = ~r ⇥ ~

⌦ (1.28)

Avec (1.27) on peut alors réécrire la deuxième loi de Newton :

F = m
d2~r

dt2
= m~̈r + 2m ˙~r ⇥ ~

⌦+ m(

~
⌦⇥ ~r)⇥ ~

⌦ (1.29)

dans le cas où ~⌦ est constante dans le temps. On a alors introduit deux forces virtuelles: La force de
Coriolis et la force centrifuge :

~F
coriolis

= 2m ˙~r ⇥ ~
⌦ (1.30)

~F
centrifuge

= m(

~
⌦⇥ ~r)⇥ ~

⌦ (1.31)
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1.13 Rotation de corps rigides
La position du centre de masse d’un objet est donnée par :

~R
CM

=

1

M

ˆ
V

~rdm (1.32)

où M est la masse totale de l’objet. Soit ⇢(~r) sa densité de masse à un point ~r et d⌧ un élément de
volume, alors :

dm = ⇢(~r)d⌧ (1.33)

L’impulsion totale de l’objet est alors

~P =

ˆ
V

d~p =

ˆ
V

˙~rdm =

d

dt

ˆ
V

~rdm =

d

dt
(M ~R

CM

) = M
˙~R

CM

=

~P
CM

(1.34)

Alors, par la deuxième loi de Newton :

~F
ext

= M ~̈R
CM

(1.35)

On peut donc écrire le moment angulaire :

~L =

ˆ
V

~r ⇥ d~p =

ˆ
V

~r ⇥ dm ˙~r =

ˆ
V

(~r ⇥ ˙~r)dm (1.36)

On utilise ~r =

~R
CM

+ ~r 0 où ~r 0 est la position relative au centre de masse et on trouve :

~L =

~R
CM

⇥ ~P
CM

+

ˆ
V

(~r 0 ⇥ ˙~r 0)dm (1.37)

ce qui représente la somme du moment angulaire du centre de masse avec celui par rapport au centre de
masse. On peut obtenir de façon similaire une expression pour l’énergie cinétique :

T =

1

2

M
˙~R2

CM

+

1

2

ˆ
V

˙~r 0 2dm (1.38)

Dans un objet rigide, le deuxième terme ne peut être dû qu’à une rotation, ainsi :

dU

dt
= 0 (1.39)

Dans un assemblage de particules en rotation dont le centre de masse est au repos, on a :

d~R
CM

dt
= 0 ) ~L =

X

↵

{~r
↵

⇥m
↵

˙~r
↵

} où ˙~r
↵

= ~! ⇥ ~r
↵

(1.40)

On a placé le centre de masse à l’origine tel que ~r = ~r 0 et le corps tourne à une vitesse angulaire ~!
constante. On a donc :

~L =

X

↵

n

~r
↵

⇥ (~! ⇥ ~r
↵

)m
↵

o

(1.41)
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qu’on transforme par l’identité :

~A⇥ (

~B ⇥ ~C) =

~B(

~A · ~C)� ~C(

~A · ~B) (1.42)

pour obtenir :
~L =

X

↵

m
↵

n

r2

↵

~! � ~r
↵

(~r
↵

· ~!)

o

(1.43)

Dans le cas en trois dimensions, on a alors :

r2

↵

~! � ~r
↵

(~r · ~!) = (x2

↵

+ y2

↵

+ z2

↵

)~! � ~r
↵

(x
↵

!
x

+ y
↵

!
y

+ z
↵

!
z

) (1.44)

d’où :

~L =

X

↵

m
↵

nh

(x2

↵

+ y2

↵

+ z2

↵

)!
x

� x
↵

(x
↵

!
x

+ y
↵

!
y

+ z
↵

!
z

)

i

x̂ +

h

(x2

↵

+ y2

↵

+ z2

↵

)!
y

� y
↵

(x
↵

!
x

+ y
↵

!
y

+ z
↵

!
z

)

i

ŷ +

h

(x2

↵

+ y2

↵

+ z2

↵

)!
z

� z
↵

(x
↵

!
x

+ y
↵

!
y

+ z
↵

!
z

)

i

ẑ
o

(1.45)

et donc :

~L =

X

↵

m
↵

nh

(y2

↵

+ z2

↵

)!
x

� x
↵

y
↵

!
y

� x
↵

z
↵

!
z

i

x̂ +

h

(x2

↵

+ z2

↵

)!
y

� x
↵

y
↵

!
x

� y
↵

z
↵

!
z

i

ŷ +

h

(x2

↵

+ y2

↵

)!
z

� x
↵

z
↵

!
x

� y
↵

z
↵

!
y

i

ẑ
o

(1.46)

On peut écrire les coefficients de cette équation sous la force tensorielle :
X

↵

m
↵

C
↵ij

= I
ij

(1.47)

et on a alors :

L
x

= I
xx

!
x

+ I
xy

!
y

+ I
xz

!
z

L
y

= I
yx

!
x

+ I
yy

!
y

+ I
yz

!
z

L
x

= I
zx

!
x

+ I
zy

!
y

+ I
zz

!
z

(1.48)

On peut donc former avec I
ij

un tenseur d’inertie à trois dimensions tel que :

ˇI =

X

↵

m
↵

2

4

(y2

↵

+ z2

↵

) x
↵

y
↵

x
↵

z
↵

y
↵

x
↵

(x2

↵

+ z2

↵

) y
↵

z
↵

z
↵

x
↵

z
↵

y
↵

(x2

↵

+ y2

↵

)

3

5 (1.49)

On remarque que c’est un tenseur symétrique tel que :

I
ij

= I
ji

(1.50)
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et alors (1.46) devient :
~L =

ˇI~! (1.51)
L’énergie cinétique de rotation d’un corps solide sera donc :

T
rot

=

1/2~!> ˇI~! (1.52)

Par propriété des matrices, le fait que ˇI soit symétrique nous permettra toujours de le diagonaliser pour
n’importe quel corps rigide. Alors :

Tout corps rigide possède trois axes de rotation principaux. (1.53)

Pour trouver ces axes de rotation associés aux vecteurs propres ~!, on utilisera l’équation aux valeurs
propres :

ˇI~! = �~! (1.54)
qui requiert que ˇI soit diagonalisée. On peut réexprimer (1.54) ainsi :

det (

ˇI � �ˇ1) = 0 (1.55)

où ˇ1 est la matrice unitaire. En résolvant ce système (voir la section sur l’algèbre linéaire), on pourra
exprimer plus simplement :

~L = �
1

~!
1

+ �
2

~!
2

+ �
3

~!
3

(1.56)
et le tenseur d’inertie devient alors diagonalisé

ˇI =

X

↵

m
↵

2

4

�
1

0 0

0 �
2

0

0 0 �
3

3

5 (1.57)

1.14 Précession
En présence d’un champ de force, un corps en rotation subira un moment de force :

~
� =

~R
CM

⇥ ~F (1.58)

Alors, par (1.9), le moment cinétique variera dans le temps.

1.15 Équations d’Euler
Par conservation du moment angulaire, on a que :

~
� =

d~L

dt
(1.59)

Pour un corps rigide en rotation, avec l’équation (1.37), on trouve :

~
� =

˙~L
interne

+ ~! ⇥ ~L (1.60)

En résolvant l’équation aux valeurs propres, on peut en déduire les équations d’Euler :

�

1

= �
1

!̇
1

� (�
2

� �
3

)!
2

!
3

�

2

= �
2

!̇
2

� (�
3

� �
1

)!
3

!
1

�

3

= �
3

!̇
3

� (�
1

� �
2

)!
1

!
2

(1.61)

18



J.Gagné I Mécanique classique Bible de la physique v1.2

1.16 Tenseurs d’inertie
Dans le cas d’un corps solide continu de densité uniforme ⇢ qui effectue une rotation autour d’un de ses
axes principaux, on peut exprimer la composante du tenseur d’inertie associée comme :

I
i

= ⇢

ˆ
V ol

r2

i

d⌧ (1.62)

où r
i

est la distance par rapport à l’axe de rotation principal i.

1.16.1 Liste de tenseurs d’inertie

Cylindre d’Épaisseur Infinitésimale: I
z

= MR2

Cylindre Épais: I
z

=

1/2M(R2

2

+ R2

1

) I
x

= I
y

=

1/12M [3(R2

2

+ R2

1

) + h2

]

Cylindre Plein: I
z

=

1/2MR2 I
x

= I
y

=

1/12M(3R2

+ h2

)

Disque Plein: I
z

=

1/2MR2 I
x

= I
y

=

1/4MR2

Anneau Infinitésimal: I
z

= MR2 I
x

= I
y

=

1/2MR2
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Sphère Pleine: I
i

=

2/5MR2

Coquille Infinitésimale: I
i

=

2/3MR2

Cône Plein: I
z

=

3/10MR2 I
x

= I
y

=

3/5M(

1/4R2

+ h2

)

Prisme Solide: I
a

=

1/12M(b2

+ c2

)

Plan infinitésimal: I
n

=

1/12M(a2

+ b2

)

Bâton Mince: I
centre

=

1/12ML2

Polygone à N Côtés: I
z

=

M

6

P

N

n=1 k~

P

n+1⇥~

P

n

k(P 2
n+1+

~

P

n+1·~Pn

+P

2
n

)

P

N

n=1 k~

P

n+1⇥~

P

n

k
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1.16.2 Théorème des Axes Parallèles

I = I
CM

+ Md2

1.16.3 Objets symétriques sous rotations
Pour un objet symétrique sur une rotation autour d’un axe z, on a que :

I
x

= I
y

= I
z

+ < z2 >=< 1/2(x2

+ y2

) + z2 > (1.63)

où
< f(x, y, z) >=

ˆ
V

⇢(x, y, z)f(x, y, z)d⌧ (1.64)
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Chapter 2

MAT1400 Calcul 1

2.1 Points critiques
Les points critiques d’une fonction à plusieurs variables surviennent lorsque :

~rf = 0 (2.1)

Pour en savoir plus sur le point critique en question, on effectue les tests suivants au point critique
(x

c

, y
c

) :
f

x

(x
c

, y
c

) = f
y

(x
c

, y
c

) 6= 0 ) On n’a pas d’extremum. (2.2)

où on a utilisé la notation

f
x

(x
c

, y
c

) =

@f(x, y
c

)

@x

�

�

�

�

�

x

c

f
xy

(x
c

, y
c

) =

@2f(x, y)

@x@y

�

�

�

�

�

x=x

c

,y=y

c

(2.3)

Si (2.2) est faux, on effectue le prochain test :

f 2

xy

(x
c

, y
c

)� f
xx

(x
c

, y
c

)f
yy

(x
c

, y
c

) > 0 ) On a un point de selle. (2.4)

Si c’est faux, on effectue le prochain test :

f
xx

(x
c

, y
c

) < 0 ) On a un maximum.
f

xx

(x
c

, y
c

) > 0 ) On a un minimum.
f

xx

(x
c

, y
c

) = 0 ) On ne peut rien conclure.
(2.5)

2.2 Optimisation de Lagrange
Soit f(x, y) une fonction quelconque et g(x, y) = C une contrainte représentée par une courbe de niveau
dans le plan x,y. Si on cherche les extremums de f respectant la contrainte g, on cherche les points où
la règle de Lagrange est respectée :

~rf = �~rg (2.6)
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où � est une constante. On sait que ~rg pointera toujours en direction perpendiculaire à la courbe de
niveau g(x, y) = C, alors (2.6) revient à chercher les points où la direction du déplacement le long de
g est perpendiculaire au gradient de f, qui lui-même pointe la direction d’augmentation maximale de f.
Tout ceci revient alors à rechercher les points où f est stationnaire sur la courbe de contrainte, ce qui est
la définition d’un extremum. On peut résoudre (2.6) soit en calculant les deux gradients explicitement,
ou en calculant le lagrangien :

L = f(x, y)� �[g(x, y)� C] (2.7)

Puis en cherchant le point stationnaire tels que :

@L
@x

=

@L
@y

=

@L
@�

= 0 (2.8)

2.3 Valeur moyenne d’une fonction
La valeur moyenne d’une fonction f dans un intervalle R est définie comme :

¯f =

´
R

fdA´
R

dA
(2.9)

C’est simplement une version continue de la forme habituelle pour calculer une valeur moyenne.

2.4 Centre de masse d’un corps continu
Le centre de masse d’une section W sera donné par :

~r
CM

=

1

M

ˆ
W

~r⇢(x, y, z)d⌧ (2.10)

où M est la masse totale de l’objet :

M =

ˆ
W

⇢(x, y, z)d⌧ (2.11)

2.5 Changement de système de coordonnées et jacobien
Pour passer d’un système de coordonnées ↵,�,� à un autre µ,⌫,!, on utilise des équations de la forme :

↵ = f(µ, ⌫,!)

� = g(µ, ⌫,!)

� = h(µ, ⌫,!)

(2.12)

Alors, on peut déterminer le jacobien J défini par :

d↵d�d� = J · dµd⌫d! (2.13)

à l’aide de l’équation suivante :

J =

�

�

�

�

�

@(↵, �, �)

@(µ, ⌫,!)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

↵
µ

↵
⌫

↵
!

�
µ

�
⌫

�
!

�
µ

�
⌫

�
!

�

�

�

�

�

�

(2.14)
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2.6 Convergence d’une série

2.6.1 Critère de l’intégrale
Soient C � 0 et f(x) une fonction positive et décroissante, alors si a

n

= f(n) 8n � C, alors

Si
ˆ 1

c

f(x)dx converge,
1
X

n

a
n

converge aussi.

Si
ˆ 1

c

f(x)dx diverge,
1
X

n

a
n

diverge aussi.
(2.15)

2.6.2 Critère de comparaison
Soient deux suites a

n

et b
n

telles que 0  a
n

 b
n

8n � N , un entier fini. Alors :

Si
1
X

n

b
n

converge,
1
X

n

a
n

converge aussi.

Si
1
X

n

a
n

diverge,
1
X

n

b
n

diverge aussi.
(2.16)

2.6.3 Convergence des valeurs absolues

Si
1
X

n

|a
n

| converge,
1
X

n

a
n

converge aussi. (2.17)

2.6.4 Critère de d’Alembert
Soit une suite a

n

. On calcule :

L =

|a
n+1

|
|a

n

| (2.18)

Alors, on a que :

Si L < 1,
1
X

n

a
n

converge.

Si L > 1,
1
X

n

a
n

diverge.

Si L = 1, On ne peut rien conclure par ce test.

(2.19)

2.6.5 Critère de Leibniz
Soit une suite décroissante telle que 0 < a

n+1

< a
n

8n. Alors :

Si lim

n!1
a

n

= 0,
1
X

n=1

(�1)

n�1a
n

converge. (2.20)
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2.6.6 Rayon de convergence d’une série
Soit une série de la forme

P1
n=0

a
n

=

P1
n=0

c
n

(x� b)n. On calcule alors :

D = lim

n!1

|a
n+1

|
|a

n

| (2.21)

puis on peut déterminer le rayon de convergence de la série selon les critères suivants :

Si D !1 , alors R = 0.

Si D = 0 , alors R !1.

Si D = k|x� a| , alors R =

1/k

(2.22)

2.7 Série de Taylor
On peut décrire une fonction f(x) autour de x=a avec une série de polynômes infinis appelée série de
Taylor :

f(x) =

1
X

n=0

fn

(a) · (x� a)

n

n!

(2.23)

Si on développe autour de x=0, elle est alors appelée une série de Maclaurin.
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Chapter 3

MAT1410 Calcul 2

3.1 Paramétrisation de courbes
Exemples :

• Cercle :
(x� x0)

2

+ (y � y0)
2

= a2 ) ~r(t) = (a cos t + x0)x̂ + (a sin t + y0)ŷ (3.1)

• Droite :
~r(t) = (at + x0)x̂ + (bt + y0)ŷ + (ct + z0)ẑ (3.2)

• Plan :
~r(s, t) = ~r0 + s~r

1

+ t~r
2

(3.3)

• Hélice :
~r(t) = (a cos t)x̂ + (b sin t)ŷ + tẑ (3.4)

• Ellipse :
~r(t) = (a cos t)x̂ + (b sin t)ŷ (3.5)

3.2 Longueur d’un arc sur une courbe paramétrée

L
t1!t2 =

ˆ
t2

t1

�

�

�

�

d~r(t)

dt

�

�

�

�

dt (3.6)

3.3 Aire d’une surface paramétrée

A
R

=

ˆ
R

�

�

�

�

@~r

@s
⇥ @~r

@t

�

�

�

�

ds dt (3.7)

où R est la région de variation des paramètres s et t.
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3.4 Plan tangent à une surface de niveau
Si f(x, y) est une fonction différentiable au point (a, b), alors l’équation du plan tangent à la surface
z = f(x, y) est donné par :

z = f(a, b) + f
x

(a, b) · (x� a) + f
y

(a, b) · (y � b) (3.8)

Alors, dans les petits déplacements �x = (x � a) et �y = (y � b), on a une bonne approximation de
la valeur de z. Dans la limite des déplacements infinitésimaux, on peut alors définir la variation de z au
point (a, b) avec :

df =

@f(x, b)

@x

�

�

�

�

x=a

dx +

@f(a, y)

@y

�

�

�

�

y=b

dy (3.9)

Dans le cas plus général, on peut réécrire :

df =

~rf · d~r (3.10)

3.5 Gradient ~rf

Propriétés géométriques : Si f est différentiable au point (a, b) et ~rf(a, b) 6= 0, alors :

1. La direction de ~rf(a, b) :

• pointe dans la direction de croissance
• est perpendiculaire à la courbe de niveau passant en ce point. maximale de la fonction en ce

point.

2. La norme de ~rf(a, b) :

• correspond au taux de variation maximal de la fonction en ce point.
• est d’une grandeur inversement proportionnelle à l’espacement entre les courbes de niveau

en ce point.

3.6 Dérivée directionnelle
Pour une fonction à trois variables f(x, y, z), la dérivée dans la direction du vecteur unitaire n̂ est donnée
par :

f
n̂

(a, b, c) = f
x

(a, b, c)n̂ · x̂ + f
y

(a, b, c)n̂ · ŷ + f
z

(a, b, c)n̂ · ẑ (3.11)

De façon plus générale, on peut écrire :
f

n̂

=

~rf · n̂ (3.12)

3.7 Dérivée du second ordre
Pour des dérivées partielles, on a toujours l’égalité suivante :

@

@y

✓

@f(x, y)

@x

◆

=

@

@x

✓

@f(x, y)

@y

◆

(3.13)
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3.8 Dérivée en chaîne
Pour dériver une fonction dont les variables sont elles-mêmes fonction d’autres variables, on procède de
la façon suivante :

1. On trace un schéma d’inter-dépendance des variables

2. Pour dériver f par rapport à une variable a, pour chaque section de branche sur tout le chemin
reliant f à a dans le schéma d’interdépendance, on multiplie par une dérivée correspondant à
la branche en question, puis on additionne ensuite de façon semblable tous les autres chemins
possibles.

Exemple: Soient les fonctions z = z(x, y), x = x(t) et y = y(t). Le schéma d’inter-dépendance sera :

et pour dériver z par rapport à t, on utilisera alors :

dz

dt
=

@z

@x

dx

dt
+

@z

@y

dy

dt
(3.14)

3.9 Polynôme de Taylor d’une fonction à deux variables
Le polynôme de Taylor d’une fonction f(x, y) autour du point (a, b) est donné par :

f(x, y) =

1
X

n=0

1

n!

1
X

m=0

Cn

m

@n�mf(x, b)

@xn�m

�

�

�

�

x=a

(x� a)

n�m

@mf(a, y)

@ym

�

�

�

�

y=b

(y � b)m (3.15)

où Cn

m

est le coefficient de l’expansion binomiale (voir 17.12). Si on développe les deux premiers
degrés, on obtient :

f(x, y) ⇡f(a, b) + f
x

(a, b)(x� a) + f
y

(a, b)(y � b) +

1/2f
xx

(a, b)(x� a)

2

+

f
xy

(a, b)(x� a)(y � b) +

1/2f
yy

(a, b)(y � b)2

(3.16)

3.10 Intégrale curviligne
Pour une courbe paramétrée ~r(t), on a que :

�~r
i

= ~r(t
i

+�t)� ~r(t
i

) =

~r(t
i

+�t)� ~r(t
i

)

�t
·�t = ~r 0(t

i

)�t (3.17)

En prenant �t ! dt, on a : ˆ
~F · d~r =

ˆ
~F [~r(t)] · d~r

dt
dt (3.18)
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3.11 Théorème fondamental des intégrales curvilignes
ˆ

b

a

~rf · d~r = f(b)� f(a) (3.19)

3.12 Champ vectoriel conservatif
Si un champ vectoriel ~F est conservatif, alors on a que :

~r⇥ ~F = 0 , ~F =

~r�,
˛

C

~F · d~l = 0 (3.20)

où � est appelé le potentiel de ~F .

3.13 Théorème de Green-Riemann
Pour un champ vectoriel à deux variables ~F (x, y), on a :

ˆ
C

~F · d~r =

ˆ
S

✓

@F
2

@x
� @F

1

@y

◆

dx dy (3.21)

C’est une version moins générale du théorème de Stokes.

3.14 Intégrale de flux
Soit une surface de niveau z = f(x, y) Un point sur celle-ci est donné par ~r = xx̂ + yŷ + f(x, y)ẑ Or,
l’aire projetée par celle-ci sur le plan x � y est donnée par :

�

~A =

✓

@~r

@x
�x

◆

⇥
✓

@~r

@y
�y

◆

(3.22)

�

~A = (�f
x

x̂� f
y

ŷ + ẑ)�x�y (3.23)

On peut donc en tirer l’intégrale de flux à travers la surface z = f(x, y):
ˆ

S

~F · d ~A =

ˆ
W

~F [x, y, f(x, y)] · (�f
x

x̂� f
y

ŷ + ẑ)dx dy (3.24)

Pour une surface paramétrée ~r = ~r(s, t), on a :

d ~A =

✓

@~r

@s
⇥ @~r

@t

◆

(3.25)

et alors l’intégrale de flux à travers W , l’espace de variation des paramètres s et t est :
ˆ

S

~F · d ~A =

ˆ
W

~F [~r(s, t)] ·
✓

@~r

@s
⇥ @~r

@t

◆

ds dt (3.26)
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3.15 Différenciation d’un champ vectoriel

3.15.1 Divergence ~r · ~F
Définition géométrique :

~r · ~F = lim

V!0

´
S

~F · d ~A
V

(3.27)

où V est le volume inclus dans la surface S et d ~A un élément d’aire infinitésimal de celle-ci. Définition
algébrique :

~r · ~F =

@F
x

@x
+

@F
y

@y
+

@F
z

@z
(3.28)

Théorème de la divergence : ˛
S

~F · d ~A =

ˆ
V

~r · ~Fd⌧ (3.29)

3.15.2 Rotationnel ~r⇥ ~F

Définition géométrique :

(

~r⇥ ~F ) · n̂ = lim

A!0

´
C

~F · d~r
A

(3.30)

où A est l’aire sous-tendue par la courbe C et d~r un élément infinitésimal de cette courbe. Définition
algébrique :

~r⇥ ~F =

�

�

�

�

�

�

x̂ ŷ ẑ
@

x

@
y

@
z

F
x

F
y

F
z

�

�

�

�

�

�

(3.31)

Théorème de Stokes : ˛
C

~F · d~r =

ˆ
S

⇣

~r⇥ ~F
⌘

· d ~A (3.32)

3.15.3 Dérivée seconde d’un champ vectoriel
~r⇥ ~r� = 0 (3.33)

~r · (~r⇥ ~A) = 0 (3.34)

3.16 Équations différentielles ordinaires
On a une seule variable indépendante y0 = f(x, y)

• Forme homogène y0 + ay = 0, résoluble par :
¿ Séparation des variables

• Forme linéaire à coefficients homogènes y0 + ay = g(x), résoluble par :
¡ Facteur intégrant
¬ Lagrange

• Forme du premier ordre à coefficients variables P (x)y0 + Q(x)y = R(x), résoluble par :
√ Facteur intégrant
ƒ Variation des paramètres / Lagrange
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3.17 Méthodes de résolution
¿ Séparation des variables pour y0 + ay = 0 :

On a :
dy

dx
+ ay = 0 ) dy

y
= �adx (3.35)

d’où : ˆ
1

y
dy = �a

ˆ
dx ) ln y = �ax + C (3.36)

On trouve alors :
y(x) = Ce�ax (3.37)

où C est une constante d’intégration.

¡ Facteur intégrant pour y0 + ay = g(x) :
On cherche le facteur intégrant µ(x) :

µ(x)(y0 + ay) = µ(x)g(x) ) eax

✓

dy

dx
+ ay

◆

= eaxg(x) ) d

dx

✓

eaxy

◆

= eaxg(x) (3.38)

Pour intégrer, on pose une primitive F (x) au membre de droite :

eaxy = F (x) + C où F (x) =

ˆ
x

x0

eax

0
g(x0)dx0 (3.39)

On trouve :

y(x) = e�ax

ˆ
x

x0

eax

0
g(x0)dx0 + C

�

(3.40)

où C est une constante d’intégration.

¬ Lagrange pour y0 + ay = g(x) :
On cherche directement une solution de la forme y(x) = e�axf(x)

y0(x) = f 0(x)e�ax � af(x)e�ax (3.41)

Alors, avec y0 + ay = g(x), on a :
⇥

f 0(x)e�ax � af(x)e�ax

⇤

+ ae�axf(x) = g(x) ) f 0(x)e�ax

= g(x) ) f 0(x) = eaxg(x) (3.42)

On trouve donc :

y(x) = e�ax

ˆ
x

x0

eax

0
g(x0)dx0 + C

�

(3.43)

où C est une constante d’intégration.

√ Facteur intégrant pour P (x)y0 + Q(x)y = R(x) :
On réarrange de la forme :

y0 +
Q(x)

P (x)

y =

R(x)

P (x)

(3.44)
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Posons
a(x) =

Q(x)

P (x)

et g(x) =

R(x)

P (x)

(3.45)

Cette fois, on cherche un facteur intégrant µ(x) tel que µ0(x) = a(x) :

y0(x) + a(x)y = g(x) ) µ(x)[y0(x) + a(x)y] = µ(x)g(x) (3.46)

On veut forcer :

µ(x)y0 + µ(x)a(x)y = µ0(x)y + µ(x)y0 ) 1

µ(x)

dµ(x) = a(x)dx ) µ(x) = eH(x) (3.47)

où H(x) =

ˆ
x

x0

a(x0)dx0 . On a alors :

µ(x)[y0 + a(x)y] =

d

dx

⇥

µ(x)y
⇤

(3.48)

Ensuite, on utilise la méthode de Lagrange :

d

dx

⇥

µ(x)y
⇤

= µ(x)g(x) ) µ(x)y =

ˆ
x

x0

µ(x0)g(x0)dx0 + C (3.49)

On trouve alors :

y(x) = e�H(x)

ˆ
x

x0

eH(x

0
)g(x0)dx0 + C

�

(3.50)

où C est une constante d’intégration.

ƒ Variation des paramètres / Lagrange pour P (x)y0 + Q(x)y = R(x) :
On réarrange de la forme :

y0 +
Q(x)

P (x)

y =

R(x)

P (x)

(3.51)

Posons
a(x) =

Q(x)

P (x)

et g(x) =

R(x)

P (x)

(3.52)

On trouve la solution à l’équation homogène y0
h

+ a(x)y
h

= 0 par séparation des variables :

y
h

= Ce�
´

a(x)dx (3.53)

On cherche ensuite une solution générale de la forme y = f(x)y
h

, d’où :

f 0(x)y
h

+ f(x)y0
h

+ a(x)f(x)y
h

= g(x) ) f 0(x)y
h

+ f(x)[y0
h

+ a(x)y
h

] = g(x) (3.54)

et puisque y0
h

+ a(x)y
h

= 0 on a :

f 0(x) =

1

y
h

g(x) = e
´

a(x)dx

g(x)

C
) f(x) =

ˆ
x

x0

eH(x

0
)g(x0)dx0 (3.55)
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où H(x) =

ˆ
x

x0

a(x0)dx0 . Avec y = f(x)y
h

on trouve alors :

y(x) = e�H(x)

ˆ
x

x0

eH(x

0
)g(x0)dx0 + C

�

(3.56)

où C est une constante d’intégration.
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Chapter 4

MAT1600 Algèbre linéaire

4.1 L’équation aux valeurs propres
ˇA~x = �x (4.1)

où � représente une valeur propre et ~x un vecteur propre.
• Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les valeurs sur sa diagonale principale.
• L’ensemble solution des vecteurs propres sera toujours linéairement indépendant.
On peut réécrire cette équation :

(

ˇA~x� �ˇ1)~x = 0 (4.2)

et cette équation possède au moins une solution non triviale dans la seule condition :

det(

ˇA~x� �ˇ1) = 0 (4.3)

On nomme (4.3) l’équation caractéristique. En l’appliquant, on obtient une équation appelée le polynôme
caractéristique, une équation linéaire en puissances de �. On peut alors trouver plusieurs valeurs propres
et l’équation (4.2) permet alors d’y associer leurs vecteurs propres.

4.1.1 Ordre de multiplicité algébrique
C’est le nombre de fois qu’apparaîtra une valeur propre dans l’ensemble solution qui déterminera son
ordre de multiplicité algébrique.

• Si ˇA ⇠ ˇB, alors les solutions à l’équation aux valeurs propres de ˇA et ˇB seront les mêmes.

• Soit une matrice carrée ˇA d’ordre n (c’est-à-dire de genre (n, n)) dont p valeurs propres sont distinctes.
Alors :

• Pour 1 6 k 6 p, la dimension de l’espace propre relatif à �
k

est inférieure ou égale à la multi-
plicité algébrique de �

k

.

• ˇA sera diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de chaque espace propre des
�

k

égale n. Il faudra aussi, pour chaque �
k

, que sa multiplicité algébrique égale la dimension de
son espace propre relatif.

• Si ˇA est diagonalisable et �
k

est une base de l’espace propre des �
k

, alors �
1

, . . . , �
p

forme une
base des vecteurs propres dans Rn.
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4.2 Diagonalisation
Pour diagonaliser ˇA, on cherche une matrice ˇP inversible et une matrice ˇD diagonale, telles que :

ˇA =

ˇP ˇD ˇP�1 (4.4)

Pour ce faire, on suit les étapes suivantes :

1. On trouve les valeurs propres de ˇA avec l’équation caractéristique (4.3)

2. On trouve ses vecteurs propres avec (4.2). On peut utiliser la matrice augmentée :

⇥

(

ˇA� �ˇ1) | 0

⇤

(4.5)

3. On construit ˇP avec les vecteurs propres ~x
i

:

ˇP =

⇥

~x
1

~x
2

. . . ~x
p

⇤

(4.6)

4. On construit ˇD avec les valeurs propres �
i

:

ˇD =

2

6

6

4

�
1

0 . . . 0

0 �
2

. . . 0

. . . . . . . . . 0

0 0 0 �
p

3

7

7

5

(4.7)

• Une matrice carrée d’ordre n qui a n valeurs propres est diagonalisable.
• Une matrice hermitienne ˇA†

=

ˇA aura toujours des valeurs propres réelles (Conséquemment, une
matrice symétrique aussi.) • Le déterminant d’une matrice diagonalisée est det( ˇA) =

Q

n

i=1

�
i

4.3 Équations lsinéaires
• Un système d’équations linéaires est un ensemble d’équations linéaires relatives au même ensemble
de variables, dont chaque équation peut s’écrire sous la forme :

a
1

x
1

+ a
2

x
2

+ . . . + a
n

x
n

= b (4.8)

où a, b 2 C 8 i 2 1, . . . , n où n 2 N

• Un système d’équations linéaires a soit :

• Aucune solution.

• Exactement une solution.

• Une infinité de solutions.

35



J.Gagné IV Algèbre linéaire Bible de la physique v1.2

4.3.1 Définitions matricielles
• Genre (ou format) : Le nombre de lignes et de colonnes d’une matrice, noté (lignes, colonnes).

Pour une matrice carrée de genre (n, n), on dit qu’elle est aussi d’ordre n.

• Matrice identité : Notée ˇ1, c’est une matrice contenant des 1 sur sa diagonale et des 0 partout
ailleurs. Elle est carrée.

• Matrice des coefficients : Elle contient les coefficients des variables indépendantes dans un
système d’équations linéaires. Chaque équation correspond à une ligne.

• Matrice augmentée : C’est une matrice des coefficients à laquelle on a ajouté une dernière
colonne, souvent séparée par une ligne, contenant les membres de droite (constants) d’un système
d’équation linéaire.

• Élément de tête : C’est le premier élément non nul d’une ligne dans une matrice.

4.3.2 Opérations élémentaires sur une matrice
• Ajouter à une ligne un multiple x d’une autre ligne (Remplacement : R

ij

(x))

• Échanger deux lignes (Échange : E
ij

)

• Multiplier tous les éléments d’une ligne par une constante x non nulle. (Cadrage : C
ij

(x))

Les opérations élémentaires de ligne appliquées sur ˇA n’affectent pas la relation de dépendance linéaire
entre ses colonnes.

4.3.3 Théorème de l’équivalence
Si, d’une matrice ˇA, on peut passer à une autre matrice ˇB en n’utilisant que des opérations élémentaires,
alors elles sont dites équivalentes par rapport aux lignes et les deux systèmes d’équations linéaires
associés possèdent le même ensemble de solutions.

4.3.4 Matrice échelonnée
C’est une matrice échelonnée respectant ces conditions :

• Toutes les lignes non nulles sont situées au-dessus de celles qui sont nulles.
• Chaque élément de tête (premier élément non nul) d’une ligne se situe à droite de l’élément de tête de
la ligne supérieure.
• Tous les éléments sous la colonne vis-à-vis chacun de ces éléments de tête sont nuls.
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4.3.5 Matrice échelonnée réduite (par rapport aux lignes)
C’est une matrice augmentée respectant ces conditions :

• Elle est échelonnée.
• L’élément de tête de chaque ligne non nulle vaut 1.
• Chacun de ceux-ci est le seul élément de tête de sa colonne.

4.3.6 Position pivot
C’est une position qui contient un élément de tête dans une matrice échelonnée réduite. Sa colonne est
alors appelée une colonne pivot.

4.3.7 Algorithme de réduction
1. Effectuer des échanges de ligne pour avoir les éléments de tête les plus à gauche à des lignes

supérieures.

2. Effectuer des remplacements pour annuler les éléments sous les éléments de tête (Descente).
On obtient alors la forme échelonnée.

3. Effectuer d’autres remplacements pour annuler les éléments au-dessus des éléments de tête (Re-
montée).

4. Effectuer des cadrages pour avoir seulement des 1 aux éléments de tête.
On obtient alors la forme échelonnée réduite.

Ex :
2

6

6

4

0 �3 6 4 9

�1 �2 �1 3 1

�2 �3 0 3 �1

1 4 5 �9 �7

3

7

7

5

E
14

⇠

2

6

6

4

1 4 5 �9 �7

�1 �2 �1 3 1

�2 �3 0 3 �1

0 �3 6 4 9

3

7

7

5

R
12

(1)

R
13

(2)

⇠

2

6

6

4

1 4 5 �9 �7

0 2 4 6 �6

0 5 10 �15 �15

0 �3 �6 4 9

3

7

7

5

⇠ . . . ⇠

2

6

6

4

1 4 5 �9 �7

0 2 4 �6 �6

0 0 0 �5 �1

0 0 0 0 0

3

7

7

5

: forme échelonnée

(4.9)

4.3.8 Existence et unicité des solutions
• Un système d’équations linéaires est compatible et possède au moins une solution si et seulement si
la colonne de droite de la matrice augmentée n’est pas une colonne pivot.

• Un système d’équations linéaires possède une infinité de solutions s’il possède au moins une variable
libre.

4.3.9 Les vecteurs
Les vecteurs dans Rn sont des matrices-colonne de genre (n, 1).
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4.3.10 Les propriétés algébriques de Rn

1. ~u + ~v = ~v + ~u

2. (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w)

3. ~u +

~
0 = ~u

4. ~u + (�~u) =

~
0

5. c(~u + ~v) = c~u + c~v

6. (c + d)~u = c~u + d~u

7. c(d~u) = (cd)~u

8. 1 · ~u = ~u

4.3.11 Définitions
Soient des vecteurs ~v

i

2 Rn et des scalaires c
i

, alors une combinaison linéaire des ~v
i

de poids c
i

définit
le vecteur :

~y = c
1

~v
1

+ c
2

~v
2

+ . . . + c
p

~v
p

(4.10)

4.3.12 Lien entre combinaison linéaire et matrices
L’équation vectorielle~b = x

1

~a
1

+ x
2

~a
2

+ . . . + x
p

~a
p

possède les mêmes solutions que :
h

~a
1

~a
2

. . . ~a
n

~b
i

(4.11)

4.3.13 Sous-ensemble de vecteurs
Le sous-ensemble généré par des combinaisons linéaires de ~v

1

, . . . ,~v
p

est noté L{~v
1

, . . . ,~v
p

}.

4.3.14 Produit matrice-vecteur

ˇA~x =

⇥

~a
1

~a
2

. . . ~a
n

⇤

·

2

6

6

4

x
1

x
2

. . .
x

n

3

7

7

5

= x
1

~a
1

+ x
2

~a
2

+ . . . + x
n

~a
n

(4.12)

Donc l’équation ˇA~x =

~b admet une solution si et seulement si ~b est une combinaison linéaire des
colonnes de ˇA.

4.3.15 Équivalences
Les principes suivants sont soit tous vrais ou tous faux pour une matrice donnée ˇA de genre (m, n) :

• 8~b 2 Rm, ˇA~x =

~b admet une solution.

• Tout~b 2 Rm peut s’écrire comme une combinaison linéaire des colonnes de ˇA.

• Les colonnes de ˇA engendrent Rm.

• ˇA possède une position pivot dans chaque ligne.
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4.3.16 Propriétés des opérations matrice-vecteur
• ˇA(~u + ~v) =

ˇA~u +

ˇA~v

• ˇA(c~u) = c( ˇA~u)

4.3.17 Système d’équations linéaire et homogène
ˇA~x = 0 admet une solution non triviale si et seulement si l’équation a au moins une variable libre.

4.3.18 Système d’équations linéaire et non homogène
Si ~p est une solution de ˇA~x =

~b et ~v
h

est une solution de ˇA~x = 0, alors l’ensemble des vecteurs
~w = ~p + ~v

h

est l’ensemble-solution de ˇA~x =

~b. (Lay [3] p.53)

4.3.19 Indépendance linéaire
Un ensemble {~v

1

,~v
2

, . . . ,~v
p

} 2 Rn est linéairement indépendant si et seulement si x
1

~v
1

+ x2~v
2

+ . . . +
x

p

~v
p

n’admet que la solution triviale x
i

= 08 i. Sinon, il est linéairement dépendant.

• Corollaire : Les colonnes de ˇA sont linéairement indépendantes si et seulement si ˇA~x = 0

n’admet que la solution triviale.

• Corollaire 2 : Deux vecteurs sont dits linéairement dépendants si et seulement si l’un est multiple
scalaire de l’autre.

• Corollaire 3 : Un ensemble S = {~v
1

, . . . ,~v
p

} est linéairement dépendant si et seulement si au
moins l’un des vecteurs ~v

i

est combinaison linéaire des autres.

4.3.20 Dimension
Si un ensemble contient plus de vecteurs que la dimension de ceux-ci, alors il est linéairement dépendant.
Équivalent mathématique :

S 2 Rn où S = {~v
1

, . . . ,~v
p

} p > n ) S est linéairement indépendant. (4.13)

4.3.21 Dégénérescence
Si l’ensemble S contient le vecteur nul, alors S est linéairement dépendant.

4.3.22 Transformation linéaire T : V ! W

C’est une généralisation des fonctions aux espaces vectoriels : T (~x) = ~u où ~x 2 Rn, ~u 2 Rm
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4.3.23 Propriétés nécessaires et suffisantes pour que T soit linéaire
1. T (~u + ~v) = T (~u) + T (~v) 8 ~u,~v définis dans le domaine de T.

2. T (c~u) = cT (~u) 8 ~u et c.

Corollaire : Si T est linéaire, T (

~
0) =

~
0 et T (c~u + d~v) = cT (~u) + dT (~v) .

Une transformation (aussi appelée fonction ou application) T de V 2 Rn vers W 2 Rm est une règle
qui associe à chaque ~x 2 V un autre vecteur T (~x) 2 W . En général, il existe toujours une matrice
unique ˇA telle que ˇA~x = T (~x) . Celle-ci est appelée la matrice canonique de T et sa j ème colonne est

donnée par T (ê
j

) où ê
1

=

2

4

1

0

. . .

3

5 et ainsi de suite. Dans le cas V ⌘ Rn et W ⌘ Rm, alors la matrice ˇA

est de genre (m, n).

• V est appelé le domaine de définition de T.

• W est appelé l’ensemble d’arrivée de T.

• T (~x) 2 W est l’image de ~x 2 V

• L’image de T est l’ensemble des T (~x)

• T : V ! W est surjective si, avec tous les vecteurs ~x 2 V , on peut retomber au moins une fois sur
chaque vecteur~b 2 W . Ceci revient à dire que les colonnes de ˇA, la matrice canonique de T , engendrent
W (le recouvrent entièrement). Aussi, ceci implique Rg(

ˇA) = n | ˇA : Rm ! Rn.

• T : V ! W est injective si tout vecteur ~b 2 W est l’image d’au plus un seul vecteur ~x 2 V . Ceci
revient à dire que T (~x) =

~
0 n’admet que la solution triviale ~x =

~
0, ou en d’autres mots que les colonnes

de ˇA soient linéairement indépendantes. Aussi, ceci implique Rg(

ˇA) = m | ˇA : Rm ! Rn. (C’est
l’analogue de la définition d’une fonction versus une relation.)

• T : V ! W est bijective si elle est injective et surjective.

4.4 Algèbre matricielle

Soit une matrice ˇA =

2

4

a
11

. . . a
ij

. . . a
1n

. . . . . . . . . . . . . . .
a

m1

. . . a
mj

. . . a
mn

3

5

• Matrice diagonale : a
ij

= 08 i, j |i 6= j
• Matrice nulle ˇ

0 : a
ij

= 08 i, j
• Matrice identité ˇ1 : a

ij

= �
ij
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4.4.1 Opérateurs
• adj

ˇA = [cof

ˇA]

T : Matrice adjointe.

• cof

ˇA : Matrice des cofacteurs. Ex : ˇA =

2

4

a b c
d e f
g h i

3

5) cof

ˇA =

2

6

6

6

6

6

6

4

�

�

�

�

e f
h i

�

�

�

�

�
�

�

�

�

d f
g i

�

�

�

�

�

�

�

�

d e
g h

�

�

�

�

�
�

�

�

�

b c
h i

�

�

�

�

�

�

�

�

a c
g i

�

�

�

�

�
�

�

�

�

a b
g h

�

�

�

�

�

�

�

�

b c
e f

�

�

�

�

�
�

�

�

�

a c
d f

�

�

�

�

�

�

�

�

a b
d e

�

�

�

�

3

7

7

7

7

7

7

5

• col

ˇA : Espace vectoriel généré par toute combinaison linéaire des colonnes de ˇA. (voir 4.5.1)

• det

ˇA : Déterminant de ˇA. (voir 4.6.2)

• dim

ˇA : Dimension ou genre de ˇA.

• lig

ˇA = col(

ˇAT

) : Espace vectoriel généré par toute combinaison linéaire des lignes de ˇA.

• nul

ˇA : Ensemble solution de ˇA~x =

~
0. (voir 4.5.2)

• rg

ˇA = dim(col

ˇA) : Rang de ˇA. (voir 4.5.4)

• ˇAT : Transposée de ˇA. Pour l’obtenir, on permute les indices i et j des éléments a
ij

. (voir 4.4.6)

• ˇA�1 : Matrice inverse de ˇA, telle que ˇA ˇA�1

=

ˇ1. (voir 4.4.9)

• ˇA† : Conjugué de la matrice transposée ˇA, tel que ˇA†
= (

ˇA⇤)T où ⇤ est le conjugué complexe.

4.4.2 Opérations matricielles
• La somme ˇA +

ˇB n’est définie que si dim

ˇA = dim

ˇB.
• Le produit ˇA · ˇB, où dim

ˇA = (m, n) et dim

ˇB = (u, v), n’est défini que si u = n. Le résultat sera de
genre (m, v).
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4.4.3 Propriétés algébriques de matrices

1. ˇA +

ˇB =

ˇB +

ˇA

2. (

ˇA +

ˇB) +

ˇC =

ˇA + (

ˇB +

ˇC)

3. ˇA +

ˇ

0 =

ˇA

4. r( ˇA +

ˇB) = r ˇA + r ˇB

5. (r + s) ˇA = r ˇA + s ˇA

6. r(s ˇA) = (rs) ˇA

7. ˇA · ( ˇB · ˇC) = (

ˇA · ˇB) · ˇC

8. ˇA · ( ˇB +

ˇC) =

ˇA · ˇB +

ˇA · ˇC

9. (

ˇB +

ˇC) · ˇA =

ˇB · ˇA +

ˇC · ˇA

10. r( ˇA · ˇB) = (r ˇA) · ˇB =

ˇA · (r ˇB) = (

ˇA · ˇB)r

11. ˇ1
m

· ˇA =

ˇA · ˇ1
n

=

ˇA où dim

ˇA = (m, n).

! ˇA · ˇB 6= ˇB · ˇA

! ˇA · ˇB =

ˇA · ˇC ; ˇB =

ˇC

! ˇA · ˇB =

ˇ

0 ; ˇA =

ˇ

0 ou ˇB =

ˇ

0

4.4.4 Définition du produit matriciel
ˇA · ˇB =

ˇA ·
h

~b
1

~b
2

. . . ~b
p

i

=

h

ˇA~b
1

ˇA~b
2

. . . ˇA~b
p

i

(4.14)

4.4.5 Définition des puissances d’une matrice
Les puissances d’une matrice supérieures à 1 sont définies seulement si celle-ci est carrée.

ˇAk

=

ˇA · ˇA · ˇA · . . . (k fois) (4.15)

4.4.6 Propriétés de la transposée

1. (

ˇAT

)

T

=

ˇA

2. (

ˇA +

ˇB)

T

=

ˇAT

+

ˇBT

3. (r ˇA)

T

= r ˇAT

4. (

ˇA · ˇB)

T

=

ˇBT · ˇAT

4.4.7 Propriétés du conjugué complexe

1. (

ˇA⇤)⇤ =

ˇA

2. (

ˇA +

ˇB)

⇤
=

ˇA⇤ +

ˇB⇤

3. (r ˇA)

⇤
= r⇤ ˇA⇤

4. (

ˇA · ˇB)

⇤
=

ˇA⇤ · ˇB⇤

4.4.8 Inversion d’une matrice
L’inverse de ˇA est définie seulement si ˇA est carrée et elle est telle que ˇA�1 · ˇA =

ˇA · ˇA�1

=

ˇ1. Si ˇA�1

existe, alors on dit que ˇA est inversible.

Si ˇA de genre (n, n) est inversible, alors ˇA~x =

~b ) ~x =

ˇA�1~b 8~b 2 Rn

42



J.Gagné IV Algèbre linéaire Bible de la physique v1.2

4.4.9 Propriétés de l’inversion d’une matrice
1. (

ˇA�1

)

�1

=

ˇA ou autrement ˇA inversible) ˇA�1 inversible.

2. (

ˇA · ˇB)

�1

=

ˇB�1 · ˇA�1 si ˇA et ˇB sont inversibles.

3. (

ˇAT

)

�1

= (

ˇA�1

)

T

4.4.10 Matrices élémentaires
Soient deux matrices ˇA ⇠ ˇB équivalentes par rapport aux lignes. Alors, ˇE ˇA =

ˇB, où ˇE est la matrice
des opérations élémentaires, construite en appliquant sur ˇ1 les mêmes opérations qui ont permis de
passer de ˇA à ˇB. Aussi, ˇE�1 existe toujours telle que ˇA =

ˇE�1

ˇB.

4.4.11 Théorème de l’inversibilité
Soit une matrice ˇA carrée de dimension n. Alors, ces énoncés sont soit tous vrais ou tous faux :

1. ˇA est inversible.

2. ˇAT est inversible.

3. ˇA ⇠ ˇ1

4. ˇA possède n positions pivot.

5. ˇA~x =

~
0 n’admet que la solution triviale ~x =

~
0.

6. Les colonnes de ˇA sont linéairement indépendantes.

7. Les lignes de ˇA sont linéairement indépendantes.

8. La transformation linéaire ~x 7! ˇA~x est injective.

9. La transformation linéaire ~x 7! ˇA~x est surjective.

10. ˇA~x =

~b admet au moins une solution pour tout~b 2 Rn

11. Les colonnes de ˇA engendrent Rn.

12. col

ˇA = Rn

13. dim{col

ˇA} = n

14. rg

ˇA = n

15. nul

ˇA = {~0}

16. dim{nul

ˇA} = 0

17. det

ˇA 6= 0

18. � = 0 n’est pas une valeur propre de ˇA~x = �~x
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4.5 Sous-espace
Un sous-espace H de Rn possède les propriétés suivantes :

1. ~0 2 H

2. {~u,~v} 2 H ) {~u + ~v} 2 H

3. ~u 2 H ) {c~u} 2 H où c 2 R

4.5.1 L’espace des colonnes
L’espace des colonnes de ˇA est l’ensemble col

ˇA de toutes les combinaisons linéaires des colonnes de
ˇA :

col

ˇA = L{~c
1

,~c
2

, . . . ,~c
n

} (4.16)

où ~c
i

représente la colonne i de ˇA et L est l’opérateur de combinaison linéaire. On peut exprimer un
vecteur~b 2 col

ˇA ainsi :
~b = L

i

{~c
1

,~c
2

, . . . ,~c
n

} tel que ~b =

ˇA~x (4.17)

où ~x contient les poids de la combinaison linéaire. Si ~b fait partie de col

ˇA, alors ˇA~x =

~b admet une
solution.

4.5.2 L’espace nul
L’espace nul de ˇA est l’ensemble nul

ˇA de toutes les solutions homogènes au système d’équation associé
à ˇA :

nul

ˇA = {~x
1

, ~x
2

, . . . , ~x
p

} tel que ˇA~x
i

=

~
0 8 i (4.18)

4.5.3 Colonne pivot
Les colonnes pivot d’une matrice ˇA forment une base de l’espace col

ˇA.
Corollaire : Si ˇA est échelonnée, alors ses lignes non nulles forment une base de lig

ˇA. On a aussi que :

ˇA ⇠ ˇB )
(

col

ˇA = col

ˇB
lig

ˇA = lig

ˇB
(4.19)

4.5.4 Rang
Le rang d’une matrice carrée ˇA de genre (n, n) est donné par :

rg

ˇA = dim{col

ˇA} = dim{lig ˇA} (4.20)

De plus,
rg

ˇA + dim{nul

ˇA} = dim

ˇA = n (4.21)
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4.5.5 Relations des sous-espaces
Soit H un sous-espace de dimension p et E ⇢ H , un sous-ensemble de H à p éléments. Alors,

E est linéairement indépendant , E est une base de H , E engendre H (4.22)

4.6 Déterminants
Le déterminant est défini seulement pour des matrices carrées. La définition du déterminant d’une
matrice ˇA par la formule de Leibniz est la suivante :

det

ˇA =

X

�2S

n

 

sgn(�)

n

Y

i=1

A
i,�(i)

!

(4.23)

où S
n

est l’ensemble contenant toutes les permutations � possibles des nombres {1, . . . , n}, sgn(�)

est la signature d’une permutation � : sgn(�) = 1 pour une permutation paire de {1, . . . , n} et
sgn(�) = �1 pour une permutation impaire. La définition par l’algorithme de Laplace permet de
calculer facilement celui-ci :

det

ˇA =

n

X

j=1

(�1)

j+1a
ij

det

ˇA
ij

(4.24)

où ˇA
ij

est la matrice ˇA dont on a supprimé la ligne i et la colonne j. Si ˇA est de dimension 2, alors
on prend det

ˇA
ij

= 1. L’indice i peut être choisi comme n’importe quelle ligne (ou même colonne en
changeant l’indice de la sommation), car l’algorithme donne le même résultat peu importe le choix que
l’on fait.
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments sur sa diagonale principale.

4.6.1 Exemple de Calcul d’un Déterminant
!
�

�

�

�

�

�

a b c
d e f
g h i

�

�

�

�

�

�

= a

�

�

�

�

e f
h i

�

�

�

�

� b

�

�

�

�

d f
g i

�

�

�

�

+ c

�

�

�

�

d e
g h

�

�

�

�

= a(ei� fh)� b(di� fg) + c(dh� eg) (4.25)

4.6.2 Propriétés des déterminants
On peut faire des opérations élémentaires de colonnes ou de lignes sur un déterminant :

1. R
ij

(k) ,! ˇA ⇠ ˇB ) det

ˇB = det

ˇA 8 k 6= 0

2. E
ij

,! ˇA ⇠ ˇB ) det

ˇB = � det

ˇA

3. C
i

(k) ,! ˇA ⇠ ˇB ) det

ˇB = k det

ˇA 8 k 6= 0

4. det{ ˇA · ˇB} = det

ˇA · det

ˇB

5. det

ˇAT

= det

ˇA

6. det(k ˇA) = kn

det

ˇA

où R
ij

(k) ,! ˇA signifie qu’on applique l’opération élémentaire de ligne R
ij

(k) sur ˇA, qui est carrée et
de dimension n.
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4.6.3 Règle de Cramer
Soit ˇA de genre (n, n) et inversible. Les composantes individuelles de ~x dans l’équation ˇA~x =

~b peuvent
être calculées par la règle de Cramer :

x
j

=

det

ˇA
˜

j

⇥

~b
⇤

det

ˇA
(4.26)

où ˇA
˜

j

⇥

~b
⇤

est la matrice ˇA dont on a remplacé la colonne j par le vecteur~b.

4.6.4 Inverse d’une matrice par le déterminant
On peut calculer l’inverse d’une matrice avec :

ˇA�1

=

adj

ˇA

det

ˇA
(4.27)

4.6.5 Calcul d’un hypervolume à l’aide du déterminant
Un hypervolume V dans un espace à p dimensions sous-tendu par les vecteurs ~v

1

,~v
2

, . . . ,~v
p

linéairement
indépendants est donné par :

V = | det

ˇA| où ˇA =

⇥

~v
1

~v
2

. . . ~v
p

⇤

(4.28)

Dans le cas tridimensionnel, le volume sous-tendu par trois vecteurs linéairement indépendants est celui
d’un parallépipède.

4.6.6 Calcul d’un hypervolume transformé à l’aide du déterminant
Si on transforme les vecteurs ~v

1

,~v
2

, . . . ,~v
p

sous-tendant l’hypervolume V avec une transformation
linéaire ~x ! ˇB~x, alors on obtient un nouvel ensemble de vecteurs qui sous-tendent un nouvel hy-
pervolume V 0, tel que :

V 0
= | det

ˇA · det

ˇB| (4.29)

4.7 Espace vectoriel
Axiomes qu’un espace vectoriel V doit respecter :

1. ~u + ~v 2 V

2. ~u + ~v = ~v + ~u

3. (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w)

4. 9~0 tel que ~u +

~
0 = ~u

5. 9 (�~u) tel que ~u + (�~u) =

~
0

6. c~u 2 V

7. c(~u + ~v) = c~u + c~v

8. (c + d)~u = c~u + d~u

9. (cd)~u = c(d~u)

10. 1 · ~u = ~u
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où ~u,~v, ~w 2 V et c, d 2 R.
Si {~v

1

,~v
2

, . . . ,~v
p

} 2 V , alors L{~v
1

,~v
2

, . . . ,~v
p

} est un sous-espace vectoriel de V.

Résultats :

1. ~0 · ~u =

~
0

2. c~0 =

~
0

3. (�~u) = (�1) · ~u

4.7.1 Exemples d’espaces vectoriels
• Rn, l’ensemble des vecteurs ~v à n dimensions.
• Pn, l’ensemble des polynômes de degré n au plus.
• Fn, L’ensemble des fonctions réelles définies sur un domaine D.
• S, l’ensemble des suites doublement infinies (vers �1 et vers1)

4.8 Les bases

4.8.1 Théorème de l’Ensemble générateur
Soit l’ensemble S = {~v

1

,~v
2

, . . . ,~v
p

} 2 V et le sous-espace H = L{S}. Alors,

1. Soit R = S\{~v
k

} l’ensemble S amputé de ~v
k

. Si ~v
k

= L{R} possède une solution, alors R génère
encore H.

2. Si H 6= {~0}, un sous-ensemble de S génère encore H .

4.9 Système de coordonnées

4.9.1 Unicité de la représentation
Soit � une base de V . Alors, Il y a une seule façon de représenter un élément ~v 2 V .

4.9.2 Changement de base
Soit � = {~b

1

,~b
2

, . . . ,~b
n

} une base du sous-espace H et ~v 2 H . Alors, pour trouver les coordonnées
de ~v par rapport à �, on prend les poids c

1

, c
2

, . . . , c
n

tels que ~v = c
1

~b
1

+ c
2

~b
2

+ . . . + c
n

~b
n

. Alors, le
vecteur des coordonnées de ~v par rapport à la nouvelle base � s’écrit :

[~v]

�

=

2

6

6

4

c
1

c
2

. . .
c
n

3

7

7

5

(4.30)
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4.9.3 Résolution
Si on cherche à représenter un vecteur ~v par rapport à �, on devra construire la matrice de passage (ou
de changement de base) en résolvant :

ˇP
�

[~v]

�

= ~v (4.31)

qu’on peut réécrire :

h

~b
1

~b
2

. . . ~b
n

i

·

2

6

6

4

c
1

c
2

. . .
c
n

3

7

7

5

= ~x (4.32)

Alors, la matrice de passage ˇP
�

est toujours inversible et

[~v]

�

=

ˇP�1

�

~v (4.33)

La transformation associée à ˇP
�

est toujours bijective et linéaire.

4.9.4 Dimension
La dimension d’un sous-espace est donnée par le nombre de vecteurs formant sa base.
Un ensemble à n dimensions est nécessairement linéairement dépendant s’il possède plus de n éléments.
Soit H un sous-ensemble de V , on a alors :

dim H 6 dim V (4.34)

4.9.5 Matrice de changement de base
Soient � et � deux bases de V. Alors, il existe une matrice de passage ˇP

�(�

unique et carrée telle que :

[~v]

�

=

ˇP
�(�

[~v]

�

(4.35)

qu’on forme avec :
ˇP
�(�

=

h

(

~b
1

)

�

(

~b
2

)

�

. . . (

~b
n

)

�

i

où~b
i

2 � (4.36)

On a aussi que :
ˇP�1

�(�

=

ˇP
�(�

(4.37)

4.10 Géométrie

4.10.1 Orthogonalité
Soient deux vecteurs ~u et ~v de dimensions n sous-tendus par un angle ✓. Alors,

~u ? ~v , ~u · ~v = 0 (4.38)
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4.10.2 Théorème de Pythagore

~u ? ~v , k~u + ~vk2

= k~uk2

+ k~vk2 (4.39)

Il se généralise par le théorème d’Al-Kashi pour des vecteurs sous-tendus par l’angle ✓ :

k~u + ~vk2

= k~uk2

+ k~vk2 � 2k~ukk~vk cos ✓ (4.40)

4.10.3 Norme euclidienne d’un vecteur

k~uk =

p
~u · ~u (4.41)

4.10.4 Produit scalaire
~u · ~v = k~ukk~vk cos ✓ (4.42)

4.10.5 Produit vectoriel
~u⇥ ~v = k~ukk~vk sin ✓ (4.43)

4.10.6 Ensemble orthogonal
Un vecteur ~v appartient à W?, l’ensemble orthongonal à W , si et seulement si il est orthogonal à tous
les vecteurs faisant partie de W .

4.10.7 Relations d’orthogonalité

(lig

ˇA)

?
= nul

ˇA (4.44)

(col

ˇA)

?
= nul(

ˇAT

) (4.45)

4.10.8 Dépendance et orthogonalité
Un ensemble de vecteurs tous orthogonaux entre eux est automatiquement linéairement indépendant.

4.10.9 Décomposition d’un vecteur
Soit une base orthogonale de vecteurs {~u

1

, ~u
2

, . . . , ~u
n

} du sous-espace W 2 Rn et ~y 2 W , alors
l’équation ~y = c

1

~u
1

+ c
2

~u
2

+ . . . + c
n

~u
n

est satisfaite avec les poids :

c
j

=

~y · ~u
j

~u
j

· ~u
j

(4.46)

4.10.10 Projection orthogonale
La projection orthogonale ~y

p

de ~y sur ~u est donnée par :

~y
p

= proj

~u

~y =

⇣~y · ~u
~u · ~u

⌘

~u (4.47)
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4.10.11 Norme des colonnes d’une matrice
ˇUT · ˇU =

ˇ1, ˇU a des colonnes orthonormées. (4.48)

Alors, il s’ensuit que pour {~x, ~y} 2 Rn :

1. k ˇU~xk = k~xk

2. (

ˇU~x) · ( ˇU · ~y) = ~x~y

4.10.12 Théorème de la décomposition orthogonale
Soit un espace vectoriel W ⇢ Rn. Alors, tout vecteur ~y 2 Rn peut s’écrire de façon unique sous la
forme :

~y = ~y
p

+ ~z (4.49)

où ~y
p

est la projection de ~y dans W et ~z 2 W?.
Soit {~u

1

, ~u
2

, . . . , ~u
n

} une base orthogonale de W . Alors,

~y
p

=

⇣ ~y · ~u
1

~u
2

· ~u
1

⌘

~u
1

+

⇣ ~y · ~u
2

~u
2

· ~u
2

⌘

~u
2

+ . . . +
⇣ ~y · ~u

n

~u
n

· ~u
n

⌘

~u
n

(4.50)

Ensuite, on peut trouver ~z = ~y � ~y
p

4.10.13 Théorème de la meilleure approximation
Soient W 2 Rn, ~y 2 Rn et ~y

p

= proj

W

~y. Alors, ~y
p

est le point dans W le plus près de ~y, car :

k~y � ~y
p

k < k~y � ~vk 8~v 2 W |~v 6= ~y
p

(4.51)

4.10.14 Vecteur normé
k~uk = 1 , ~u est normé. (4.52)

4.10.15 Projection sur une base orthonormée
Soit {~u

1

, ~u
2

, . . . , ~u
n

} une base orthonormée de W 2 Rn. Alors,

proj

W

~y = (~y · ~u
1

)~u
1

+ (~y · ~u
2

)~u
2

+ . . . + (~y · ~u
n

)~u
n

(4.53)

qu’on peut réécrire, avec ˇU =

⇥

~u
1

~u
2

. . . ~u
n

⇤

:

proj

W

~y =

ˇU · ( ˇUT~y) (4.54)

4.11 Liens avec la mécanique quantique

4.11.1 Symétries des matrices
ˇA†

=

ˇA , ˇA est hermitienne. (4.55)
ˇAT

=

ˇA , ˇA est symétrique. (C’est une condition plus forte.) (4.56)
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4.11.2 Produit scalaire de fonctions
On définit le produit scalaire de fonctions comme :

< f(x)|g(x) >=

ˆ 1

�1
f(x)

⇤g(x) dx (4.57)

4.11.3 Espace euclidien
C’est un espace vectoriel en trois dimensions dans lequel les lois standard de la géométrie sont valides,
ou dans lequel la matrice de calibration du produit scalaire est ˇA =

ˇ1, où on définit le produit scalaire
comme :

< ~x|~w >= ~x† · ˇA~w (4.58)
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Chapter 5

PHY1652 Relativité restreinte

Toutes les masses m présentées dans cette section correspondent à une masse au repos.
Redéfinissons, dans le cadre de la relativité restreinte, la notion d’un référentiel :

5.1 Référentiel
Un référentiel est un système de coordonnées de l’espace-temps lié à un observateur, composé de trois
coordonnées d’espace et d’une coordonnée de temps.

5.2 Référentiel inertiel
C’est un référentiel au repos ou en mouvement uniforme sans rotation. Il doit satisfaire à la première
Loi de Newton.

5.3 Postulats de la relativité restreinte

5.3.1 Premier postulat : Principe de la relativité
Toutes les lois de la physique sont les mêmes dans tout référentiel inertiel.

5.3.2 Deuxième postulat : Constance de c

La vitesse de la lumière dans le vide est indépendante du référentiel.

5.4 Principe d’équivalence
Un référentiel localement inertiel est entièrement équivalent à un référentiel en chute libre sans rotation
pour l’exécution de toute expérience physique.
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5.5 Propriétés de l’espace-temps

5.5.1 Homogénéité de l’espace et du temps
L’espace possède a priori les mêmes propriétés en chaque point de l’espace et à n’importe quel instant.
Il en découle que les notions d’espace et de temps sont invariants sous une translation et alors l’origine
de tout référentiel peut être choisie arbitrairement.

5.5.2 Isotropie de l’espace
Toutes les directions spatiales sont a priori physiquement équivalentes. Il en découle que la notion
d’espace est invariante sous une rotation et alors l’orientation de tout référentiel peut être choisie arbi-
trairement.

5.6 Transformations de Galilée
Elles correspondent à un changement de référentiel animé d’une vitesse vx̂ non relativiste :

x0 = x� vt

y0 = y

z0 = z

t0 = t

(5.1)

5.7 Transformations de Lorentz
Elles correspondent à un changement de coordonnées dans un référentiel animé d’une vitesse ~v = �cx̂
relativiste :

x0 = �(x� �ct)

y0 = y

z0 = z

ct0 = �(ct� �x)

(5.2)

Elles correspondent aussi à une rotation dans l’espace de Minkowski en quatre dimensions.

5.8 Temps propre
C’est l’intervalle de temps �⌧ perçu par un observateur situé dans un référentiel se déplaçant à une
vitesse associée au coefficient �. Dans ce référentiel, le chromomètre qui pourrait être utilisé pour
mesurer un intervalle de temps apparaît au repos. L’intervalle de temps impropre �t correspond à celui
mesuré dans un référentiel au repos, où le chronomètre apparaîtrait lui-même animé d’une vitesse �cx̂.
(La notion d’un référentiel au repos absolu n’est utilisée ici qu’à titre d’illustration.)

��⌧ = �t (5.3)

Truc de mémorisation : Gamma est gros et sale. On dit "gros" parce que � � 1 est toujours valide.
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5.9 Vitesse propre
C’est la vitesse ~u à laquelle un objet relativiste a l’impression de se déplacer selon son référentiel. La
vitesse ~v = �c est sa vitesse par rapport à un référentiel au repos.

~u =

d~r

d⌧
= �~v (5.4)

5.10 Contraction des longueurs
Une longueur au repos L0 apparaîtra rétrécie jusqu’à une nouvelle longueur L pour un observateur dans
un référentiel relativiste se déplaçant à une vitesse associée au coefficient � :

�L = L0 (5.5)

5.11 Distortion de la masse
On peut voir l’apparition du facteur � dans l’équation (5.28) comme une distortion apparente de la masse
d’un corps relativiste. Cependant, ceci n’est qu’une apparence, car la masse est un invariant relativiste,
c’est-à-dire qu’elle ne change pas sous une transformation de Lorentz (5.2). On peut voir cette distortion
de la masse comme un artifice purement mathématique.

m
app

= �m pour avoir la forme E
tot

= m
app

c2 (5.6)

5.12 Formalisme des quadrivecteurs
On les identifie avec une barre ¯A. En voici quelques exemples :

• ¯R = (x, y, z, ct) la quadri-position. ¯R2

= �s2

• ¯P = (cp
x

, cp
y

, cp
z

, E) la quadri-impulsion. ¯P 2

= m2c4

• ⌘̄ = (⌘
x

, ⌘
y

, ⌘
z

, �c) la quadri-vitesse propre. ⌘̄2

= c2

• ¯r = (@
x

, @
y

, @
z

, @
ct

) l’opérateur Laplacien relativiste.
• ¯F = (�F

x

, �F
y

, �F
z

, �/c~v · ~F ) la quadri-force.
• ¯J = (�⇢0ux

, �⇢0uy

, �⇢0uz

, c⇢) le quadri-courant. ¯J2

= c2⇢2

0

• ¯A = (A
x

, A
y

, A
z

, V/c) le potentiel électromagnétique.

5.13 Propriétés des quadrivecteurs
Dans le formalisme la relativité, on utilise une métrique définissant le produit scalaire comme :

¯A · ¯B = A
4

B
4

� A
1

B
1

� A
2

B
2

� A
3

B
3

(5.7)

On peut effectuer une transformation de Lorentz sur un quadrivecteur à l’aide de la matrice de Lorentz
ˇ

⇤ :
¯A0 = ˇ

⇤

¯A (5.8)
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ˇ

⇤ =

2

6

6

4

� 0 0 ���
0 1 0 0

0 0 1 0

��� 0 0 �

3

7

7

5

(5.9)

Dans la convention où on note les quadrivecteurs inversement : ¯P = (E, p
x

, p
y

, p
z

), la matrice de
Lorentz s’écrit :

ˇ

⇤

0
=

2

6

6

4

� ��� 0 0

��� � 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3

7

7

5

(5.10)

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs possède plusieurs propriétés intéressantes :

• Un produit scalaire de quadrivecteurs est toujours positif :

¯A · ¯B > 0 (5.11)

• Un produit scalaire de quadrivecteurs est un quadri-scalaire, qui est invariant de Lorentz.

5.14 Loi de composition des vitesses
Soit un corps se déplaçant à une vitesse ~u 0 par rapport à un référentiel R 0. Si ce référentiel lui-même se
déplace à une vitesse ~V par rapport à un autre référentiel R, alors un observateur dans R verra le corps
se déplacer à une vitesse ~u selon les lois de composition des vitesses :

uk =

u0k + V

1 + u0k
V/c

2
u? =

u0? + V

1 + u0k
V/c

2
(5.12)

où uk est la composante de ~u parallèle a ~V et ainsi de suite.

5.15 Effet Doppler relativiste
Soit un signal ondulatoire provenant d’une source à une fréquence ⌫

s

. Alors, un observateur en mouve-
ment par rapport à la source observera une fréquence :

⌫
obs

= ⌫
s

s

1 + �

1� �
(5.13)

Avec la convention suivante :

n � > 0 : La source et l’observateur s’approchent
� < 0 : La source et l’observateur s’éloignent (5.14)
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5.16 Deuxième loi de Newton relativiste
Elle est très peu utilisée, car la notion de force devient facilement complexe en relativité restreinte :

~F = m�3~a (5.15)

5.17 Effet Compton
L’effet compton est caractérisé par des photons arrachant des électrons dans un matériau par une colli-
sion inélastique. Ceci ce produit lorsque le photon possède une énergie avoisinant 1MeV , à partir de
laquelle l’énergie de liaison de l’électron devient négligeable. (À des énergies plus basses, on obtient
l’effet photoélectrique et à des énergies trop élevées, des créations de paires électron/positron.) On
peut alors traiter le photon comme une particule transférant une partie de sa quantité de mouvement
à l’électron, l’énergie du photon et donc sa fréquence s’en trouvant diminuée (et conséquemment sa
longueur d’onde augmentée). Soit ✓ l’angle avec lequel l’électron est éjecté par rapport à la direction
initiale du photon : Le photon sera lui diffusé à�✓ par conservation de l’impulsion et la longueur d’onde
de celui-ci sera donnée par :

�� �0 =

h

m
e

c
(1� cos ✓) (5.16)

où h est la constante de Planck et m
e

la masse de l’électron.

5.18 Effet Vavilov-Cerenkov
Dans un milieu d’indice de réfraction n, la lumière se propage à une vitesse v =

c/n. Alors, il est possible
pour une particule de dépasser cette vitesse et il s’ensuit, si la particule est chargée, l’émission d’un cône
de lumière comme pour l’analogue avec le dépassement du mur du son. Une charge traversant un milieu
réfractif fait osciller les atomes composant celui-ci, ce qui émet des ondes électromagnétiques par effet
antenne. Cependant, lorsque cette particule se propage plus vite que les ondes électromagnétiques en
question, il en résulte, par une construction de Helmholtz, un cône de lumière orienté vers l’arrière de
sa trajectoire. L’angle de demi-ouverture de ce cône est donné par :

cos ✓ =

c

nv

(

1 +

hv(n2 � 1)

2�mc2

)

(5.17)

Le deuxième terme de l’équation étant généralement très petit (de l’ordre de 10

�31 pour n = 1.5 et
� = 1), on peut faire l’approximation suivante :

cos ✓ =

1

n�
(5.18)
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5.19 Transformation de champs électromagnétiques
Pour un observateur se déplaçant à une vitesse �c x̂ par rapport à un référentiel R, les champs électro-
magnétiques qu’il percevra seront les suivants :

E 0
x

= E
x

cB0
x

= cB
x

E 0
y

= �(E
y

� �cB
z

) cB0
y

= �(cB
y

+ �E
z

)

E 0
z

= �(E
z

+ �cB
y

) cB0
z

= �(cB
z

� �E
y

)

(5.19)

où ~E et ~B sont les champs électromagnétiques tels que perçus par un observateur au repos dans le
référentiel R.

5.20 Introduction à la relativité générale

5.20.1 Conséquences de la relativité générale
1. La lumière est déviée dans un champ gravitationnel.

2. On observe un décalage vers le rouge des champs électromagnétiques en présence d’un champ
gravitationnel.

3. Le temps se dilate en présence d’un champ gravitationnel.

4. Il existe des ondes gravitationnelles se propageant à la vitesse de la lumière dans le vide.

5.20.2 Déviation de la lumière
Soit un rayon de lumière arrivant avec un paramètre d’impact~b à une distance ~r d’un corps de masse M
et rayon R. On dénote ↵ l’angle entre ~r et~b. Le changement infinitésimal dans la direction du rayon de
lumière sera donné par :

d� =

GM cos

3 ↵

r2c2

dz (5.20)

où ẑ est la direction de propagation du faisceau au moment où il est le plus près du corps massif.
En intégrant ↵ de �⇡/2 à ⇡/2 c’est-à-dire sur toute la trajectoire du rayon lumineux, on trouve que sa
déviation totale est :

� =

4GM

bc2

(5.21)

5.20.3 Décalage vers le rouge (redshift)
Le décalage des fréquences émises à la surface d’un corps massif dû à son champ de gravitation et perçu
par un observateur à l’infini est donné par :

⌫1
⌫0

=

s

1� 2GM

r0c
2

(5.22)
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où r0 correspond à la distance par rapport à laquelle on a mesuré ⌫0 . On définit le redshift Z comme :

Z =

�1 � �0

�0

=

⌫1
⌫0

� 1 ⇡ GM

r0c
2

(5.23)

5.20.4 Dilatation du temps
Un intervalle de temps �t0 mesuré à la surface d’un corps de masse R et de rayon M sera plus grand
qu’un intervalle �t1 mesuré dans le vide à l’infini. Il en découle alors que le temps s’écoule plus
lentement pour un observateur se trouvant dans un champ gravitationnel. On a que :

�t0

�t1
=

r

1� 2GM

Rc2

⇡ 1� GM

Rc2

(5.24)

5.21 Formules générales
Coefficient relativiste :

� =

1

p

1� v

2/c

2
> 1 (5.25)

Vitesse relativiste :
~# =

~v/c et k~#k = � (5.26)

Impulsion relativiste :
~p = �m~#c (5.27)

Énergie totale relativiste :
E

tot

= �mc2 (5.28)

Énergie cinétique relativiste :
E

k

= (� � 1)mc2 (5.29)

Énergie au repos d’un corps d’une masse m :

E0 = mc2 (5.30)

Relation des quadrivecteurs d’impulsion:

E2 � p2c2

= m2c4 (5.31)

Relation très utile :
�� =

p

�2 � 1 (5.32)

Relation utile entre l’impulsion et l’énergie

c~p =

~#E (5.33)

Intervalle d’espace-temps :
�s2

= c2

�t2 ��x2 ��y2 ��z2 (5.34)

Pour un photon, on a toujours �s = 0
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Chapter 6

PHY1441/PHY2441 Électromagnétisme

6.1 Équations de Maxwell dans le vide

I ~r · ~E =

⇢

✏0
II ~r⇥ ~E = �d ~B

dt
(6.1)

III ~r · ~B = 0 IV ~r⇥ ~B = µ0✏0
d ~E

dt
+ µ0

~J (6.2)

où c =

1p
✏0µ0

est la vitesse de progapagation des ondes électromagnétiques (vitesse de la lumière).

De I , on tire la Loi de Gauss : ˛
S

~E · d~a =

Q
enc

✏0
(6.3)

où d~a est un élément d’aire de S, la Surface de Gauss qui contient une charge totale Q
enc

et ~E est le
champ électrique sur cette surface.

De IV , on tire la Loi d’Ampère :

˛
C

~B · d~l = µ0

ˆ
S

~J · d~a + µ0✏0
d

dt

ˆ
S

~E · d~a (6.4)

où d~l est un élément de C, la Boucle d’Ampère, qui borne une surface arbitraire elle-même traversée
par un courant ~J et un champ électrique ~E.

6.2 Potentiels électromagnétiques

~E = �~rV � d ~A

dt
(6.5)

~B =

~r⇥ ~A (6.6)

où V est le potentiel scalaire et ~A le potentiel-vecteur.
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6.3 Loi de Coulomb

Figure 6.1: Corps émettant le
champ électrique.

~E(~r) =

1

4⇡✏0

ˆ
V

⌘̂

⌘2

⇢(~r 0)d⌧ 0 (6.7)

V (~r) =

1

4⇡✏0

ˆ
V

1

⌘
⇢(~r 0)d⌧ 0 (6.8)

où ~r = ~r 0 + ~⌘. Conséquemment :

V (~r) = �
ˆ

~r

O
~E · d~l (6.9)

où O est l’origine, où V = 0 (On peut choisir O = 1).

6.4 Équation de Poisson
On l’obtient de (6.1,I) et (6.5) :

r2V = � ⇢

✏0
� d

dt
~r · ~A (6.10)

Dans le cas électrostatique ou dans la Jauge de Coulomb, elle se réduit à :

r2V = � ⇢

✏0
(6.11)

En l’absence de charges électriques ⇢ = 0, elle se réduit à l’équation de Laplace :

r2V = 0 (6.12)

6.5 Conditions aux frontières
Les équations de Maxwell dans le vide impliquent qu’à une interface :

E?
e

� E?
i

=

�

✏0
~Ek

e

� ~Ek
i

= 0 (6.13)

B?
e

�B?
i

= 0

~Bk
e

� ~Bk
i

= µ0
~K ⇥ n̂ (6.14)

@V
e

dn
� @V

i

dn
= � �

✏0
V

e

= V
i

(6.15)

où ~K est un courant de surface, � une densité de charge de surface,
e

sont les composantes extérieures,
i

les composantes intérieures, k les composantes parallèles et ? les composantes perpediculaires à
l’interface.
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6.6 Loi de Biot-Savart

~B(~r) =

µ0

4⇡

ˆ
V

~J(~r 0)⇥ ~⌘

⌘2

d⌧ 0 =
µ0I

4⇡

ˆ
C

d~l(~r 0)⇥ ~⌘

⌘2

(6.16)

Car Id~l =

~Jd⌧ 0.

~A(~r) =

µ0

4⇡

ˆ
V

~J(~r 0)

⌘
d⌧ 0 (6.17)

6.7 Analogue magnétique à L’équation de Poisson
Dans la jauge de Coulomb, on a que :

r2 ~A = �µ0
~J (6.18)

6.8 Dipôle électrique
Soit le moment dipolaire électrique d’un dipôle :

~p =

ˆ
V

~r 0⇢(~r 0) d⌧ 0 (6.19)

Alors,

V
dip

(~r) =

~p · r̂
4⇡✏0r

2

(6.20)

~E
dip

(~r) =

3(~p · r̂)r̂ � ~p

4⇡✏0r
3

(6.21)

Dans le cas ~p = pẑ, on a :
~E

vert.dip

(~r) =

p

4⇡✏0r
3

(2 cos ✓r̂ + sin ✓ˆ✓) (6.22)

Un dipôle électrique placé dans un champ électrique constant ~E acquérira :
• Une énergie potentielle U = �~p · ~E
• Un moment de force ~N = ~p⇥ ~E

6.9 Dipôle magnétique
Soit le moment dipolaire magnétique d’une configuration de charges:

~m =

1

2

ˆ
V

~r 0 ⇥ ~J(~r 0)d⌧ 0 (6.23)

Alors,

~A
dip

(~r) =

µ0

4⇡

~m⇥ r̂

r2

(6.24)
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~B
dip

(~r) =

µ0 [3(~m · r̂)r̂ � ~m]

4⇡r3

(6.25)

Dans le cas ~m = mẑ, on a :

~B
vert.dip

(~r) =

µ0m

4⇡r3

(2 cos ✓r̂ + sin ✓ˆ✓) (6.26)

Dans le cas d’un courant à une dimension, on peut aussi écrire :

~m = I

ˆ
S

d~a (6.27)

où S est la surface bornée par le courant I .
Un dipôle magnétique placé dans un champ magnétique constant ~B acquérira :
• Une énergie potentielle U = �~m · ~B
• Un moment de force ~N = ~m⇥ ~B

6.10 Loi de Faraday
On définit la force électromotrice :

" =

˛
C

~E · d~l = �d�

dt
(6.28)

où � est le flux magnétique à travers S, la surface bornée par C, qui est la boucle de courant :

� =

ˆ
S

~B · d~a (6.29)

Loi de mémorisation pour le sens du courant induit dans (6.28) :

Le sens du courant induit créera toujours un champ magnétique contraire à
celui subi par la boucle.

(6.30)

6.11 Travail associé à un potentiel
Le travail W nécessaire pour déplacer une charge Q d’un point a à un point b est donné par :

W = Q(V
b

� V
a

) (6.31)

Si le potentiel V meurt à l’infini, alors on peut écrire le travail nécessaire pour amener une charge de
l’infini à une position ~r :

W = QV (~r) (6.32)

Alors, le travail nécessaire pour assembler une distribution nanoscopique de charges est donné par :

W =

1

2

ˆ
V

⇢V d⌧ 0 =
✏0
2

ˆ
Univers

E2 d⌧ (6.33)
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Attention : Cette expression divergera si elle est utilisée pour décrire des charges ponctuelles, car elles
sont présumées comme indivisibles.

Un champ magnétique n’effectue jamais de travail. (6.34)

Cependant, on peut associer un travail nécessaire à l’assemblage d’une distribution nanoscopique de
courants :

W =

1

2µ0

ˆ
Univers

B2 d⌧ (6.35)

6.12 Circuit électrique
Définition d’un courant :

I = �dQ

dt
(6.36)

Le signe négatif est dû à la définition conventionnelle du sens du courant.
On peut réécrire (6.36) comme :

I = �v (6.37)
où � est la densité linéique de charges dans le circuit et v leur vitesse.
La différence de potentiel aux bornes d’un objet possédant une résistance R traversé d’un courant I est :

V = RI (6.38)

La puissance dissipée associée à cette différence de potentiel est :

P = V I = RI2

=

dW

dt
(6.39)

La différence de potentiel aux bornes d’une source de courant est donnée par :

V
source

= " (6.40)

où " est la force électromotrice générée par celle-ci.
La différence de potentiel aux bornes d’un inducteur est :

V
L

= �L
dI

dt
(6.41)

où L est son auto-inductance.
Le travail nécessaire pour y induire un courant est :

W
L

=

1/2LI2 (6.42)

La différence de potentiel aux bornes d’un condensateur est :

V
C

=

Q

C
(6.43)

où C est sa capacitance.
Le travail nécessaire pour le charger est :

W
C

=

1/2CV 2 (6.44)

Le courant induit dans un matériau de conductivité & en présence d’un champ électrique ~E est donné
par la Loi d’Ohm :

~J = & ~E (6.45)
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6.13 Inductance
Le flux magnétique à travers une boucle de courant 2 dû à une boucle de courant 1 est donné par :

�

2

= M
21

I
1

(6.46)

où M
12

est l’inductance, donnée par la formule de Neumann :

M
12

= M
21

=

µ0

4⇡

˛
C1

˛
C2

d~l
1

· d~l
2

⌘
(6.47)

où ~⌘ est la position de d~l
1

par rapport à d~l
2

.
Le flux magnétique à travers une boucle de courant dû à son propre courant est donné par :

� = LI (6.48)

où L est l’auto-inductance. Alors, on a que :

" = �L
dI

dt
(6.49)

est la perte de force électromotrice due à cette auto-inductance.

6.14 Équations de Maxwell dans la matière
I ~r · ~D = ⇢

f

II ~r⇥ ~E = �d ~B

dt
(6.50)

III ~r · ~B = 0 IV ~r⇥ ~H =

d ~D

dt
+

~J
f

(6.51)

où ~D est le déplacement électrique :

~D = ✏ ~E = ✏0 ~E +

~P (6.52)

Et ~H est le champ magnétique complémentaire :

~H =

1/µ

~B =

1/µ0
~B � ~M (6.53)

~P est la polarisabilité ou densité de polarisation et ~M est la magnétisation ou densité de moment
magnétique.
On définit le courant de déplacement :

~J
d

=

d ~D

dt
(6.54)

Dans un matériau linéaire, sa perméabilité et sa permittivité sont liées à sa susceptibilité électrique �
e

et sa susceptibilité magnétique �
m

par les relations suivantes :

✏ = ✏0✏r = ✏0(1 + �
e

) (6.55)
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µ = µ0µr

= µ0(1 + �
m

) (6.56)

où ✏
r

et µ
r

sont respectivement la permittivité relative et la perméabilité relative du matériau.

On a que c =

1p
✏µ

est la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques (vitesse de la lumière)
dans le milieu de permittivité ✏ et de perméabilité µ. L’indice de réfraction de ce milieu est donné par :

n =

p
✏µ (6.57)

On introduit les densités de charge surfacique � et volumique ⇢, les courants surfacique ~K et volumique
~J , ainsi que la notation suivante :

•
f

pour "free" : ce sont les quantités dues aux charges libres, qui sont généralement contrôlées lors
d’expérimentations.

•
b

pour "bound" : ce sont des quantités dues aux charges liées au matériau, représentant générale-
ment la réponse de celui-ci à une certaine configuration.

•
p

pour "polarisées" : ce sont des quantités dues aux charges de polarisation du matériau, réprensen-
tant généralement aussi la réponse de celui-ci à une certaine configuration.

On a alors :
� = �

f

+ �
b

⇢ = ⇢
f

+ ⇢
b

(6.58)
~K =

~K
f

+

~K
b

~J =

~J
f

+

~J
b

+

~J
p

(6.59)

⇢
b

= �~r · ~P
~J
b

=

~r⇥ ~M
(6.60)

�
b

=

~P · n̂
~K

b

=

~M ⇥ n̂
(6.61)

~J
f

=

~r⇥ ~H si ~D = constante. (6.62)

⇢
f

=

~r · ~D (6.63)
~J
p

=

d~P

dt
(6.64)

Pour un diélectrique linéaire :

⇢
b

= �
⇣ �

e

1 + �
e

⌘

⇢
f

(6.65)

6.15 Versions intégrales des équations de Maxwell dans la matière
I
˛

S

~D · d~a = Q
f,inc

(6.66)

II
˛

C

~E · d~l = � d

dt

ˆ
S

~B · d~a (6.67)

III
˛

S

~B · d~a = 0 (6.68)

IV
˛

C

~H · d~l =

d

dt

ˆ
S

~D · d~a + I
f,inc

(6.69)
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6.16 Conditions aux frontières
D?

e

�D?
i

= �
f

~Dk
e

� ~Dk
i

=

~P k
e

� ~P k
i

(6.70)

H?
e

�H?
i

= �(M?
e

�M?
i

)

~Hk
e

� ~Hk
i

= µ0
~K

f

⇥ n̂ (6.71)

✏
e

@V
e

dn
� ✏

i

@V
i

dn
= ��

f

V
e

= V
i

(6.72)

6.17 Diélectrique linéaire
La polarisation ~p peut être définie en fonction de la densité de polarisation ~P :

~p =

ˆ
V

~P (~r 0) d⌧ 0 (6.73)

où la densité de polarisation est donnée par :

~P = ✏0�e

~E (6.74)

le travail nécessaire pour assembler une distribution mésoscopique de charges (voir (6.33)) est donné
par :

E =

✏

2

ˆ
Univers

E2 d⌧ (6.75)

6.18 Matériau magnétique linéaire
La magnétisation ~m peut être définie en fonction de la densité de magnétisation ~M :

~m =

ˆ
V

~M(~r 0) d⌧ 0 (6.76)

où la densité de magnétisation est donnée par :

~M = �
m

~H (6.77)

6.19 Équation de continuité du courant
~r · ~J = �d⇢

dt
(6.78)

Car on ne peut avoir de création spontanée de charges.

6.20 Force de Lorentz
La force exercée sur une particule portant une charge q dans un champ électromagnétique :

~F
em

= q( ~E + ~v ⇥ ~B) (6.79)
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6.21 Vecteur de Poynting
Le vecteur de Poynting, indiquant la direction et la magnitude des transports d’énergie électromagné-
tique, est donné par :

~S =

~E ⇥ ~H (6.80)

Dans des milieux linéaires, on peut exprimer les densités d’énergie électrique ⇠
el

et magnétique ⇠
mag

avec :

⇠
el

=

✏

2

E2 (6.81)

⇠
mag

=

B2

2µ
(6.82)

Alors, on peut définir la densité d’énergie électromagnétique ⇠
em

= ⇠
el

+ ⇠
mag

comme :

⇠
em

=

1/2(

~E · ~D +

~B · ~H) (6.83)

6.22 Théorème de Poynting
Il correspond à l’équation de continuité pour l’énergie :

~r · ~S = �d⇠
em

dt
� ~J · ~E (6.84)

On a aussi la version intégrale :

˛
s

~S · d~a = � d

dt

ˆ
V

(⇠
em

+ ⇠
mec

)d⌧ (6.85)

où ⇠
mec

est la densité d’énergie mécanique :

d⇠
mec

dt
=

~J · ~E (6.86)

La puissance requise pour accélérer une charge q jusqu’à une vitesse ~v dans un champ électromagnétique
est donnée par :

dW

dt
= q ~E · ~v =

ˆ
V

~J · ~Ed⌧ =

d

dt

ˆ
V

⇠
mec

d⌧ (6.87)

6.23 Densité d’impulsion
La densité d’impulsion contenue dans un champ électromagnétique est donnée par :

~P
em

= ✏0µ0
~S = ✏0 ~E ⇥ ~B =

~S

c2

(6.88)
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6.24 Densité de moment cinétique
La densité de moment cinétique contenue dans un champ électromagnétique est donnée par :

~L
em

= ~r ⇥ ~P
em

= ✏0~r ⇥ (

~E ⇥ ~B) (6.89)

6.25 Transformation de jauge
Il est possible d’altérer V et ~A à l’aide d’un scalaire � de façon à ce que les champs électromagnétiques
n’en soient pas affectés, en respectant ces conditions :

~A 0
=

~A +

~r� (6.90)

V 0
= V � d�

dt
(6.91)

Alors, on a que :

~B 0
=

~r⇥ ~A 0
=

~r⇥ (

~A +

~r�) =

~r⇥ ~A +

~r⇥ ~r� =

~r⇥ ~A =

~B (6.92)

où on a utilisé (3.33), puis :

~E 0
= �~rV 0 � d ~A 0

dt
= �~r{V � d�

dt
}� d

dt
{ ~A +

~r�} = �~rV +

~rd�

dt
� d ~A

dt
� ~rd�

dt
=

� ~rV � d ~A

dt
=

~E

(6.93)

6.26 Jauge de Coulomb
On effectue une transformation de Jauge pour obtenir la condition de Coulomb :

~r · ~A = 0 (6.94)

On obtient alors des champs électromagnétiques respectant l’équation de Poisson (voir (6.10)), même
en présence de courants.

6.27 Jauge de Lorenz
En temps normal, les champs électromagnétiques ne sont pas invariants de Lorentz (voir (5.19)). Cepen-
dant, l’influence des champs électromagnétiques sur les résultats globaux le seront. Pour mettre ceci en
lumière, on peut utiliser la Jauge de Lorenz, respectant cette condition de Lorenz :

~r · ~A + ✏0µ0

dV

dt
= 0 (6.95)

Et alors, les champs électromagnétiques pris séparément seront invariants de Lorenz.
En découlent les potentiels retardés :

V (~r, t) =

1

4⇡✏0

ˆ
V

⇢(~r 0, t
⌘

)

⌘
d⌧ 0 (6.96)
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~A(~r, t) =

µ0

4⇡

ˆ
V

~J(~r 0, t
⌘

)

⌘
d⌧ 0 (6.97)

où t
⌘

est le temps retardé :

t
⌘

= t� ⌘

c
(6.98)

et où ⌘ est la position selon ~r = ~r 0 + ~⌘.

6.28 Équation d’onde
Les champs électrique le magnétique respectent les équations d’onde suivantes :

r2 ~E � ✏0µ0

d2 ~E

dt2
= 0 (6.99)

r2 ~B � ✏0µ0

d2 ~B

dt2
= 0 (6.100)

6.29 Mapping entre le cas électrostatique et celui magnétostatique
Pour passer d’un problème d’électrostatique à un problème de magnétostatique, avec les conditions
suivantes :

⇢
f

= �
f

=

~K
f

=

~J
f

= 0 (6.101)

On peut utiliser les mappings :

~D $ ~B ~P $ µ0
~M (6.102)

~E $ ~H ✏0 $ µ0 (6.103)

6.30 Preuve du développement dipolaire
Cas Électrique:

Proof. On utilise ~r = ~r 0 + ~⌘ avec la figure 6.3.
Soit V (~r) le potentiel total au point P :

V (~r) =

1

4⇡✏0

ˆ
V

⇢(~r 0)

⌘
d⌧ 0 =

ˆ
V

V
i

(~⌘) d⌧ 0 (6.104)

où V
i

(~⌘) est l’élément de potentiel dû à d⌧ 0 :

V
i

(~⌘) =

⇢(~r 0)

4⇡✏0
(6.105)

Supposons que P est loin de l’objet, c’est-à-dire k~r 0k ⌧ k~rk. Alors, on peut utiliser l’approximation
de Taylor du deuxième degré :

V
i

(~⌘) = V
i

(~r � ~r 0) ⇡ V
i

(~r)� ~r 0 · ~rV
i

(~r) (6.106)
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Et on trouve :

V (~r) =

ˆ
V

V
i

(~⌘) d⌧ 0 ⇡
ˆ

V

V
i

(~r) d⌧ 0 �
ˆ

V

~r 0 · ~rV
i

(~r) d⌧ 0 =
ˆ

V

⇢(~r 0)

4⇡✏0r
d⌧ 0 �

ˆ
V

~r 0 · ~r{ ⇢(~r
0
)

4⇡✏0r
} d⌧ 0

(6.107)

On a que ~r 0 et ~⌘ varient selon la position de l’élément de volume d⌧ 0, mais pas ~r. De plus, ~r fait varier
~r et donc ⌘, mais pas ~r 0 (voir figure 6.3). Alors, ⇢(~r 0) ne varie pas non plus selon ~r et on peut réécrire :

V (~r) ⇡ 1

4⇡✏0
{1

r

ˆ
V

⇢(~r 0) d⌧ 0 �
ˆ

V

~r 0⇢(~r 0) · ~r
⇣

1

r

⌘

d⌧ 0} (6.108)

Ensuite, en utilisant l’identité suivante :

~r
⇣

1

r

⌘

= � r̂

r2

(6.109)

On trouve :
V (~r) ⇡ 1

4⇡✏0
{1

r

ˆ
V

⇢(~r 0) d⌧ 0 +
r̂

r2

·
ˆ

V

~r 0⇢(~r 0) d⌧ 0} (6.110)

d’où :

V (~r) ⇡ 1

4⇡✏0
{Q

r
+

~p · r̂
r2

} (6.111)

Avec Q, le terme monopolaire et p, le terme dipolaire :

Q =

ˆ
V

⇢(~r 0) d⌧ 0

~p =

ˆ
V

~r 0⇢(~r 0) d⌧ 0
(6.112)

Cas magnétique:

Proof. On utilise encore ~r = ~r 0 + ~⌘ avec la figure 6.3.
Soit ~A(~r) le potentiel-vecteur total au point P :

~A(~r) =

µ0

4⇡

ˆ
V

~J(~r 0)

⌘
d⌧ 0 =

ˆ
V

~A
i

(~⌘) d⌧ 0 (6.113)

où ~A
i

(~⌘) est l’élément de potentiel dû à d⌧ 0 : Posons que â est le vecteur portant la direction de ~A
i

(~⌘).
Alors, on suppose que P est loin de l’objet, c’est-à-dire k~r 0k ⌧ k~rk. Alors, de la même façon on peut
utiliser l’approximation de Taylor du deuxième degré :

~A
i

(~⌘) =

~A
i

(~r � ~r 0) ⇡ ~A
i

(~r)� ~r 0 · ~r ~A
i

(~r) (6.114)

Et on trouve :

~A(~r) =

ˆ
V

~A
i

(~⌘) d⌧ 0 ⇡
ˆ

V

~A
i

(~r) d⌧ 0 � â

ˆ
V

~r 0 · ~rA
i

(~r) d⌧ 0 =

µ0

4⇡
{1

r

ˆ
V

~J(~r 0) d⌧ 0 � â

ˆ
V

~r 0 · ~r
⇣J(~r 0)

r

⌘

d⌧ 0}
(6.115)
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Encore une fois, ~r ne fait pas varier J(~r 0) et de plus, J(~r 0) = âJ(~r 0). Alors, Ensuite, en utilisant
l’identité suivante :

~A(~r) ⇡ µ0

4⇡
{1

r

ˆ
V

~J(~r 0) d⌧ 0 +
1

r2

ˆ
V

(~r 0 · r̂) ~J(~r 0) d⌧ 0} (6.116)

Cependant, ~J(~r 0) est un courant stationnaire, c’est-à-dire :
ˆ

V

~J(~r 0) d⌧ 0 = 0 (6.117)

Ceci est dû au fait qu’il n’existe pas de monopôle magnétique. Ainsi :

~A(~r) ⇡ µ0

4⇡r2

{
ˆ

V

(~r 0 · r̂) ~J(~r 0) d⌧ 0} (6.118)

Et il est possible de démontrer que :

~A(~r) ⇡ µ0

4⇡r2

{1

2

ˆ
V

~r 0 ⇥ ~J(~r 0) d⌧ 0}⇥ r̂ (6.119)

d’où on tire:
~A ⇡ µ0

4⇡r2

~m⇥ r̂ (6.120)

Avec m, le terme dipolaire :

~m =

1

2

ˆ
V

~r 0 ⇥ ~J(~r 0) d⌧ 0 (6.121)

6.31 Théorème de Helmholtz
N’importe quel champ vectoriel de l’espace qui meurt à l’infini est complètement et uniquement défini
par la combinaison linéaire d’un champ purement radial et d’un champ purement azimutal.
Autrement dit, un champ radial et un champ azimutal forment toujours une base des champs vectoriels
de l’espace.

~F (~r) = a~R(~r) + b ~A(~r) (6.122)

où :
~R(~r) =

~r�(~r)

~A(~r) =

~r⇥ ~'(~r)
(6.123)

6.32 Échelles de grandeur
1. Macroscopique : Échelle de grandeur humaine.

2. Mésoscopique : Échelle intermédiaire, correspondant à quelques millions d’atomes, sous laquelle
on peut biffer la granularité atomique ainsi que les très grandes variations de champs électromag-
nétiques dues à cette granularité.

3. Nanoscopique : Échelle de grandeur des atomes, située sous le nanomètre.
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6.33 Objets particuliers
• Diélectrique : Objet subissant une polarisation en présence d’un champ électrique.

• Matériau magnétique : Objet subissant une magnétisation en présence d’un champ magnétique.
On en dénote trois catégories :
• Paramagnétique : Objet pour lequel les spins atomiques s’alignent en présence d’un champ
magnétique.
• Diamagnétique : Objet dans lequel un courant non dissipatif est induit en présence d’une varia-
tion de champ électromagnétique.
• Ferromagnétique : Matériaux dans lesquels des électrons non pairés interagissent : Il est alors
énergétiquement favorable pour ceux-ci d’aligner leurs spins, ce qui génère des domaines aiman-
tés de taille mésoscopique. Il faudra la présence d’un champ magnétique externe pour moduler
l’orientation de ces domaines mésoscopiques, mais des forces de friction sont présentes entre
ceux-ci, ce qui peut, dans certains cas, créer des aimants permanents.

• Électret : C’est l’équivalent électrique d’un aimant permanent, c’est-à-dire qu’il a une polarisation
permanente. Un très long électret cylindrique peut être traité comme un dipôle pur, tandis qu’un
élecret cylindrique en forme de disque peut être traité comme un condensateur chargé.

• Conducteur : Matériau dont les charges peuvent s’aligner et se déplacer sans perte d’énergie
significative. En présence de champs électriques au-dessous d’un certain seuil de puissance, on
aura :
• ~E = 0 partout à l’intérieur (principe de la cage de Faraday).
• V = constante à la surface du conducteur.
• V = 0 à la surface du conducteur s’il est mis à la terre.
• Les lignes de champ de ~E seront toujours perpendiculaires à la surface du conducteur.

6.34 Principe de superposition
Pour ~E, ~B, V et ~A, on peut superposer la contribution de chaque élément présent pour obtenir le total.

6.35 Théorème d’unicité
Si une configuration donnée respecte les équations de Maxwell ou de Laplace ainsi que leurs conditions
aux frontières, alors c’est l’unique solution valide.

6.36 Méthode des images
Lorsqu’on recherche ~E, ~B, V et ~A dans une région donnée, on peut ajouter des charges ou des courants
à notre guise à l’extérieur de cette région, à condition que les conditions aux frontières de la région
restent inchangées. Alors, on obtiendra les mêmes solutions aux équations de Maxwell. C’est une
conséquence directe du théorème d’unicité.
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6.37 Résultats de plusieurs problèmes
• Champ électrique dû à une charge ponctuelle :

~E(~r) =

q

4⇡✏0

r̂

r2

(6.124)

• Champ électrique dû à un plan infini de densité de charge uniforme � et de normale n̂ :

~E(~r) = ± �

2✏0
n̂ (6.125)

• Champ magnétique dû à un plan infini parcouru par un courant de surface ~J et de normale n̂ :

~B = ±µ0
~K

2

· (n̂⇥ ~K) (6.126)

• Champ électrique entre deux plans infinis et parallèles :

~E
in

= ± �

✏0
n̂

~E
ex

= 0

(6.127)

• Discontinuité du potentiel sur un plan infini :

@V
haut

@n
� @V

bas

@n
= � �

✏0
(6.128)

• Champs électromagnétiques dus à un fil infini parcouru d’un courant I et de densité de charges linéaire
�, situé sur l’axe z en coordonnées polaires :

~B(r) =

µ0I

2⇡r
ˆ�

~E(r) =

�

2⇡✏0r
r̂

(6.129)

• Champ magnétique dû à un solénoïde situé sur l’axe z dont la densité de tours est % :

~B
in

= µ0%Iẑ

~B
ex

= 0

(6.130)

• Solution du courant dans un circuit RL avec une source de courant de force électromotrice " :

I(t) =

"

R
{1� e�Rt/L} (6.131)

6.38 Distribution de charges polarisées
On peut la traiter comme un paquet de charges volumiques avec une contribution due à des charges de
surface :

V (~r) =

1

4⇡✏0
{
˛

S

�
b

⌘
da0 +

ˆ
V

⇢
b

⌘
d⌧ 0} (6.132)
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6.39 Symétries
• Sphérique :
• Tout paramètre ne peut dépendre que de r et non de � ou ✓, par invariance sous rotations
azimutale et longitudinale.

• Cylindrique :
• Tout paramètre ne peut dépendre de �, par invariance sous rotation azimutale.

• Cylindre infini orienté en ẑ :
• Tout paramètre ne peut dépendre de z, par invariance sous une translation en z.

• Plan infini en z = 0 :
• Tout paramètre ne peut dépendre que de z, par invariance sous une translation en x ou y

• Solénoïde en coordonnées cylindriques (⇢,�, z):
• En faisant une boucle d’Ampère autour de z, si les fils sont très serrés (% élevée), alors I

enc

⇡ 0

d’où B
�

= 0 .
• Si on inverse le cylindre, on n’altère pas B

⇢

, mais on peut revenir à la situation de départ en
renversant le courant dans celui-ci, ce qui inverse ~B au total. Alors, B

⇢

= �B
⇢

d’où B
⇢

= 0 .

• Par symétrie cylindrique, ~B ne dépend pas de � : ~B(⇢,�, z) =

~B(⇢, z) .
• En faisant une boucle d’ampère carrée de côté L dans un plan de normale ˆ� à l’extérieur du
solénoïde, donc les côtés parallèles à celui-ci sont respectivement à ⇢ = a et ⇢ = b, on a que
I
enc

= 0 et alors [B(b)�B(a)]L = 0 d’où B(b) = B(a) et on en tire que ~B ne dépend pas de ⇢ :
~B(⇢, z) =

~B(z) .

• Pour un solénoïde très long, il ne dépend pas de z non plus : ~B(z) = Bẑ = cte
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Chapter 7

PHY1620 Ondes et vibrations

7.1 Mouvement harmonique simple
Se dit du mouvement décrit par tout système oscillant dont la force de rappel est directement propor-
tionnelle à l’opposé du mouvement.

7.2 Oscillateur harmonique
L’équation d’un oscillateur harmonique s’écrit :

q̈ = �!2q (7.1)

La solution peut s’écrire :

q(t) = C
1

ei!t

+ C
2

e�i!t ou q(t) = A cos(!t� �) (7.2)

L’énergie totale de l’oscillateur est constamment transférée entre l’énergie cinétique et potentielle de
façon à ce que l’énergie totale soit constante :

T =

1

2

kA2

sin

2

(!t + �) (7.3)

U =

1

2

kA2

cos

2

(!t + �) (7.4)

E
tot

=

1

2

kA2 (7.5)

7.3 Superposition de mouvements harmoniques simples
Pour deux mouvements harmoniques simples q

1

(t) et q
2

(t) tels que :

q
1

(t) = A cos (!
1

t + �)

q
2

(t) = A cos (!
2

t + �)
(7.6)

La superposition q(t) = q
1

(t) + q
2

(t) donnera lieu à un battement :

q(t) = 2A cos {!1

� !
2

2

t} cos {!1

+ !
2

2

t} (7.7)

où le premier cosinus représente l’enveloppe à basse fréquence définissant le battement.
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7.4 Oscillateur harmonique amorti
Son équation du mouvement :

q̈ + �q̇ + !2

0
q = 0 (7.8)

La solution générale :

q(t) = e��t/2

[C
1

e
q

�

2

4 �!

2
0
t

+ C
2

e�
q

�

2

4 �!

2
0
t

] (7.9)

7.4.1 Amortissement faible � ⌧ !0

Figure 7.1: Oscillateur faiblement amorti. On a la re-
lation � = !0/Q.

.

L’équation du mouvement est :

q(t) = e��t/2

[C
1

ei!

a

t

+ C
2

e�i!

a

t

] (7.10)

où !
a

=

r

!2

0
� �2

4

(7.11)

Ou de façon équivalente :

q(t) = Ae��t/2

cos(!
a

t� �) (7.12)

Alors, l’énergie cinétique est donnée par :

T (t) =

1

2

mẋ2

(t) (7.13)

=

1

2

kA2e��t{ �

2!0

+

!
a

!0

sin (!
a

t)} (7.14)

) T (t) ⇡ 1

2

kA2e��t

sin

2 !
a

t (7.15)

et l’énergie potentielle :

U(t) =

1

2

kx2

(t) =

1

2

kA2e��t

cos

2

(!
a

t) (7.16)

d’où on tire l’énergie totale :

E(t) =

1

2

kA2e��t (7.17)

On introduit le facteur de qualité :

Q =

!0

�
(7.18)

d’où on tire la relation :

!2

a

= !2

0
{1� 1

4Q2

} (7.19)

On a donc un amortissement critique lorsque !
a

= !0 , Q = 1/2.

7.4.2 Suramortissement � � !0

q(t) = C
1

e�(

�

2�
q

�

2

4 �!

2
0
)t

+ C
2

e�(

�

2 +

q

�

2

4 �!

2
0
)t (7.20)
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7.4.3 Amortissement critique � = 2!0

q(t) = C
1

e��t/2

+ C
2

te��t/2 (7.21)

7.5 Oscillateur entretenu

Figure 7.2: Amplitude de réponse en fonction de la
fréquence !. On voit que la résonance à ! = !0 diverge.

.

L’équation du mouvement est :

q̈ = �!2

0
q + F0 cos (!t) (7.22)

où  est une constante en lien avec l’inertie du sys-
tème ( = 1/m pour une particule).

C’est une équation du mouvement inhomogène,
dont une solution inhomogène est :

q
i

(t) = A0(!) cos (!t + �0) (7.23)

où A0(!) =

F0

!2

0
� !2

(7.24)

et �0 = ⇡⇥(! � !0) (7.25)

où ⇥ est la step function. La solution à l’équation
homogène est :

q
h

(t) = A cos!t + � (7.26)

Alors, la solution générale sera q(t) = q
i

(t)+q
h

(t).
Dans le cas particulier �=q(0)= q̇(0)=0, on a :

q(t) = A0(!){cos(!t)� cos(!0t)} (7.27)

C’est l’équation d’un battement.

7.6 Oscillateur amorti et entretenu
q̈ + �q̇ + !2

0
q = F0 cos (!t) (7.28)

On a encore une équation inhomogène. La solution à l’équation homogène représente le régime tran-
sitoire (voir (7.9)), qui disparaîtra à long terme et la solution à l’équation inhomogène représente le
régime permanent. Pour celui-ci, on a :

q
i

(t) = <e {A0(!)ei(!t��)} où A0(!) =

F0
p

(!2

0
� !2

)

2

+ �2!2

et tan � =

�!

!2

0
� !2

(7.29)

La fréquence ! à laquelle l’amplitude A0(!) devient maximale est appelée la fréquence de résonance :

!
r

=

r

!2

0
� �2

2

= !0

r

1� 1

2Q2

(7.30)

Alors, pour cette valeur de !
r

:

A0(!
r

) =

A0Q
p

1� 1/4Q2

(7.31)
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(a) Amplitude de réponse. (b) Réponse du déphasage.

Figure 7.3: Dans le cas amorti, la résonance est déplacée telle que !

r

< !0 et ne diverge plus.

La puissance dissipée par celui-ci en régime permanent, égale à la puissance requise pour maintenir les
oscillations à amplitude constante, est définie de façon instantanée par :

P (t) =

dW

dt
=

Fdx

dt
= Fẋ = �1

2

!F 2

0
sin (2!t)

!2

0
� !2

(7.32)

Alors, si on fait la moyenne sur une période, on obtient :

< P >=

1

T

ˆ T

0

P (t) dt = 0 (7.33)

où T représente une période d’oscillation.
Pour le régime transitoire, on regardera le cas où on a un amortissement faible. On connaît la forme de
la solution :

q
h

(t) = Be�t/2

cos (!
a

t + �) (7.34)

Alors, la puissance dissipée instantanément est plutôt :

P (t) = �F 2

0
!

sin (!t) cos (!t) cos � � cos

2

(!t) sin �
p

(!2

0
� !2

)

2

+ �2!2

(7.35)

d’où :

< P >=

F 2

0

2

! sin �
p

(!2

0
� !2

)

2

+ �2!2

=

�!2A02(!)

2
(7.36)

À la fréquence de résonance !
r

, on a une dissipation maximale :

< P >
max

=

F 2

0

2�
=

QF 2

0

2!0

(7.37)

d’où :

< P >=

�2!2 < P >
max

p

(!2

0
� !2

)

2

+ �2!2

(7.38)
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Figure 7.4: Solutions à l’équation de l’oscillateur harmonique amorti et entretenu. Après environs une seconde dans Le
régime transitoire, le système se stabilise et entre en régime permanent.

Pour Q � 1, on a un pic très étroit autour de !0 pour la puissance dissipée :

< P >⇡ < P >
max

�2/4

(!2

0
� !2

)

2

+ �2/4
(7.39)

C’est le Profil de Lorentz, dont la largeur à mi-hauteur est donnée par :

�! = � =

!0

Q
(7.40)

On introduit ⌧ =

1

�

le temps d’amortissement caractéristique, d’où on tire la relation de réciprocité :

�! ⌧ = 1 (7.41)

La solution générale pour l’oscillateur amorti et entretenu est :

q(t) = Be�t/2

cos (!
a

t + �) + A0(!) cos (!t� �) (7.42)
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7.7 Correspondance entre les cas mécanique et électrique
Les équations différentielles d’un circuit RLC ou d’un système masse-ressort avec frottement ont la
même forme. On peut alors faire l’analogie entre plusieurs paramètres des deux systèmes :

d2q(t)

dt2
+

b

m

dq(t)

dt
+

k

m
q(t) =

F0

m
cos (!t) , d2Q(t)

dt2
=

R

L

dQ(t)

dt
+

1

LC
Q(t) =

V0

L
cos (!t)

Déplacement q(t) , Charge Q(t)

Inertie m , Inductance L

Amortissement b , Résistance R

Constante de Rappel k , Inverse de la Capacitance C�1

Force Appliquée F0 , Voltage Appliqué par la Source V0

!2

0
= k/m , !2

=

1/LC

� = b/m , � = R/L

T =

1/2mq̇2

(t) , T =

1/2L ˙Q2

(t)

U =

1/2kq2

(t) , U =

1/(2C)Q2

(t)

7.8 Oscillateurs couplés
Soient les équations du mouvement de deux oscillateurs couplés :

d2q
a

(t)

dt2
+ k

1

q
a

(t) + k
2

{q
a

(t)� q
b

(t)} = 0 (7.43)

d2q
b

(t)

dt2
+ k

1

q
b

(t)� k
2

{q
a

(t)� q
b

(t)} = 0 (7.44)

Les solutions indépendantes entre elles sont appelées les modes normaux d’oscillation. On pourra alors
choisir un système de nouvelles coordonnées découplant les équations du mouvement, qu’on appellera
les coordonnées normales.

Les modes normaux présentent les caractéristiques suivantes :

1. Chaque partie mobile du système suivra un mouvement harmonique simple.

2. Chaque partie mobile oscillera à la même fréquence.

3. Toutes les parties mobiles passeront par le point d’équilibre en même temps.

4. Il y aura autant de modes normaux que de parties mobiles.

5. Il n’y aura aucun transfert d’énergie entre les modes d’oscillation.
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Pour découpler les équations du mouvement, on utilisera le formalisme de l’algèbre linéaire en les ex-
primant sous la forme d’un système matriciel, puis d’une équation aux valeurs propres. Les vecteurs
propres de cette équation représenteront les amplitudes d’oscillation respectives des modes normaux et
les valeurs propres représenteront leur fréquence d’oscillation.

On réécrit les équations du mouvement (7.43) de la façon suivante :


(k
1

+ k
2

) (�k
2

)

(�k
2

) (k
1

+ k
2

)

�

·


q
a

(t)
q
b

(t)

�

=



�d2/dt2 0

0 �d2/dt2

�

·


q
a

(t)
q
b

(t)

�

(7.45)

Par la propriété 1 des caractéristiques d’un oscillateur harmonique, on suppose des solutions de la forme
:

q
a

(t) = A cos (!t + ↵) (7.46)
q
b

(t) = B cos (!t + ↵) (7.47)

En substituant dans (7.45) et en divisant par cos (!t + ↵), on obtient l’équation aux valeurs propres:

ˇM~v = !2~v (7.48)

avec :

ˇM =



(k
1

+ k
2

) (�k
2

)

(�k
2

) (k
1

+ k
2

)

�

(7.49)

~v =



A
B

�

(7.50)

Pour la résoudre, on utilise l’équation caractéristique (4.3) :

det (

ˇM � !2

ˇ1) = 0 (7.51)

d’où on tire le polynôme caractéristique :

(!2 � k
1

� k
2

)

2 � k2

2

= 0 (7.52)

On trouve alors les valeurs propres :

!2

1,2

= (k
1

+ k
2

)± k
2

(7.53)

En substituant dans l’équation aux valeurs propres, on trouve les vecteurs propres :

~v
1

= A



1

1

�

et ~v
2

= A



1

�1

�

(7.54)

On peut vérifier que ~v
1

et ~v
2

sont orthogonaux avec :
�

�~v
1

~v
2

�

� 6= 0 (7.55)

On peut aussi trouver la matrice de transformation ˇS qui nous permettra de passer aux coordonnées
normales q

ni

du système :
ˇS =

⇥

~v
1

~v
2

⇤

(7.56)
~Q

n

=

ˇS�1 ~Q (7.57)

où ~Q =



q
a

q
b

�

et ~Q
n

=



q
n1

q
n2

�

(7.58)
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Dans l’exemple présent, on trouve alors :

q
n1

=

q
a

+ q
b

2

(7.59)

q
n2

=

q
a

� q
b

2

(7.60)

7.9 Oscillateurs amortis et couplés
Soient deux oscillateurs couplés par un amortisseur dont les équations du mouvement sont :

d2q
a

(t)

dt2
+ !2

0
q
a

(t) + �{dq
a

(t)

dt
� dq

b

(t)

dt
} = 0 (7.61)

d2q
b

(t)

dt2
+ !2

0
q
b

(t)� �{dq
a

(t)

dt
� dq

b

(t)

dt
} = 0 (7.62)

L’amortissement ne changera en rien les vecteurs propres associés au système. On aura alors les mêmes
coordonnées normales qu’en (7.59) pour découpler ces équations, qui nous permettront d’obtenir leurs
versions découplées :

d2q
n1

(t)

dt2
+ !2

0
q
n1

(t) = 0 (7.63)

d2q
n2

(t)

dt2
+ !2

0
q
n2

(t) + 2�
dq

n2

(t)

dt
= 0 (7.64)

Autrement, pour traiter ce problème on devra passer par les nombres complexes. Utilisons la notation z̃
pour les nombres complexes. Soient :

z̃
a

= Aei!̃t (7.65)
z̃

b

= Bei!̃t (7.66)

Avec :

q
a

= <e {z
a

} (7.67)
q
b

= <e {z
b

} (7.68)

En les remplaçant dans les équations du mouvement, on trouve :

(!2

0
+ i!̃� � !̃2

)A� i!̃�B = 0 (7.69)
(!2

0
+ i!̃� � !̃2

)B � i!̃�A = 0 (7.70)

qu’on peut transformer sous la forme matricielle :


(!2

0
+ i!̃� � !̃2

) (�i!̃�)
(�i!̃�) (!2

0
+ i!̃� � !̃2

)

�

·


A
B

�

= 0 (7.71)

Qui admet une solution seulement si le déterminant de la matrice est nulle, d’où :

!2

0
� !̃2

+ i!̃� ± i!̃� = 0 (7.72)
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On trouve donc trois solutions complexes dont deux ont la même composante réelle :

!̃
1

= !0 (7.73)

!̃
2

= i� ±
q

!2

0
� �2 (7.74)

Puis les vecteurs propres :

~v
1

= A



1

1

�

(7.75)

~v
2

= A



1

�1

�

(7.76)

Ce qui équivaut aux résultats trouvés précédemment.

7.10 Oscillateurs amortis, couplés et entretenus
Soient deux oscillateurs couplés subissant chacun un amortissement respectif et entretenus par une force
oscillatoire dont les équations du mouvement sont :

d2q
a

(t)

dt2
+ !2

0
q
a

(t) + �
dq

a

(t)

dt
+ !2

c

{q
a

(t)� q
b

(t)} = F0 cos!t (7.77)

d2q
b

(t)

dt2
+ !2

0
q
b

(t) + �
dq

b

(t)

dt
� !2

c

{q
a

(t)� q
b

(t)} = 0 (7.78)

On aura les mêmes modes normaux, coordonnées normales et directions de vecteurs propres que dans
la section précédente. Les équations découplées s’écrivent alors :

d2q
n1

(t)

dt2
+ �

dq
n1

(t)

dt
+ !2

0
q
n1

(t) = F
0
cos!t (7.79)

d2q
n2

(t)

dt2
+ �

dq
n2

(t)

dt
+ {!2

0
+ 2!2

c

}q
n2

(t) = F0 cos!t (7.80)

Les solutions aux équations inhomogènes correspondant au régime permanent dans les coordonnées
normales seront :

q
ni

(t) = A0
i

(!) cos (!t� �
i

) où !
1

= !0 et !
2

=

q

!2

0
+ 2!2

c

(7.81)

et où :

A0
i

(!) =

F0
p

(!2

i

� !2

)

2

+ �2!2

(7.82)

qu’on peut associer aux solutions dans les coordonnées ordinaires :

q
a

(t) = A00(!) cos (!t� �
a

) q
b

(t) = B00
(!) cos (!t� �

b

) (7.83)
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avec :

A00(!) =

1/2

q

A02
1

+ A02
2

+ 2A0
1

A0
2

cos (�
1

� �
2

) (7.84)

B00
(!) =

1/2

q

A02
1

+ A02
2

� 2A0
1

A0
2

cos (�
1

� �
2

) (7.85)

tan �
a

=

A0
1

sin �
1

+ A0
2

sin �
2

A0
1

cos �
1

+ A0
2

cos �
2

(7.86)

tan �
b

=

A0
1

sin �
1

� A0
2

sin �
2

A0
1

cos �
1

� A0
2

cos �
2

(7.87)

Figure 7.5: Le phénomène de résonance est plus fort à de plus basses fréquences. Ceci est dû au fait qu’à ! = !2, les
pendules sont hors phase, contrairement à ! = !1.

7.11 Oscillateurs couplés à N composantes
On a la même forme pour les équations d’oscillations transversales que pour celles d’oscillations longi-
tudinales. Soit p l’indice référant à une des parties mobiles du système (1  p  N ). On aura alors N
équations du mouvement de la forme :

d2q
p

(t)

dt2
+ 2!2

0
q
p

(t)� !2

0
{q

p+1

(t) + q
p�1

(t)} = 0 (7.88)

Avec les conditions aux frontières :

q0(t) = q
N+1(t) = 0 (7.89)
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On aura des solutions de la forme :

q
p

(t) = A
p

cos (!t) (7.90)

On substitue (7.90) dans l’équation du mouvement (7.88) et on divise par cos (!t) pour trouver :

A
p

(2!2

0
� !2

)� !2

0
(A

p+1

+ A
p�1

) = 0 (7.91)

) A
p+1

+ A
p�1

A
p

=

2!2

0
� !2

!2

0

(7.92)

En observant les conditions aux frontières (7.89), on peut supposer que les solutions sont de la forme
sinusoïdale :

A
p

= C sin (p✓) (7.93)

) A
p+1

+ A
p�1

A
p

=

sin ({p + 1}✓) + sin ({p� 1}✓)
sin (p✓)

= 2 cos ✓ (7.94)

On obtient donc une constante ne dépendant pas de p, ce qui permettra de satisfaire (7.91). Ensuite,
(7.89) impose :

✓ =

n⇡

N + 1

, n 2 N (7.95)

d’où :

A
p,n

= C
n

sin

 

pn⇡

N + 1

!

(7.96)

Avec (7.91), (7.93) et (7.96), on trouve alors :

!
n

= 2!0 sin

 

n⇡

2(N + 1)

!

, n 2 N (7.97)

Et alors (7.90) devient :

q
p,n

(t) = C
n

sin

 

pn⇡

N + 1

!

cos (!
n

t + ↵
n

) (7.98)

On a alors exactement N modes indépendants les uns des autres.

7.12 Cas Limite N !1

lim

N!1,n⌧N

!
n

=

!0n⇡

N + 1

(7.99)

Dans le cas d’une corde soutenant N masses distances de l, on a que la longueur de la corde est :

L = (N + 1)l (7.100)
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Alors, la densité de masse du système est :

µ
N

=

M

L
=

Nm

(N + 1)l
(7.101)

) lim

N!1
µ

N

=

m

l
(7.102)

d’où :

!
n

⇡ n⇡

L

s

T

µ
(7.103)

où T est la tension dans la corde. On peut alors définir la fréquence du mode fondamental :

!0 =

⇡

L

s

T

µ
(7.104)

) !
n

= n!0 (7.105)

On introduit une variable continue x = pl d’où :

q
n

(x, t) = C
n

sin

 

n⇡x

L

!

cos (!
n

t) , n 2 N (7.106)

7.13 Équation d’onde classique

7.13.1 Pour une corde tendue

Figure 7.6: Schéma d’un segment de corde.

.

On prend en compte un segment de la corde qui
subit une force de tension ~T aux deux extrémités.
La force totale que le segment subit est :

F
y

= T sin (✓ + d✓)� T sin ✓ (7.107)
F

x

= T cos (✓ + d✓)� T cos ✓ (7.108)

Pour de petits angles ✓, on peut faire un développe-

ment de Taylor :

F
y

⇡ Td✓ (7.109)
F

x

⇡ 0 (7.110)

La deuxième loi de Newton implique :

F
y

= ma
y

(7.111)

Td✓ = µdx
@2y

@t2
(7.112)

Cependant, on a que tan✓ = @y/@x et on peut
donc dériver (7.111) par rapport à x sans oublier
que ✓ = ✓(x) :

sec

2 ✓
@✓

@x
=

@2y

@x2

(7.113)
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qu’on insère dans (7.111) :

@2y

@x2

=

µ

T

@2y

@t2
(7.114)

C’est l’équation classique d’une onde se propageant à une vitesse :

v =

s

T

µ
(7.115)

7.13.2 Équation d’onde classique

@2y(x, t)

@x2

=

1

v2

@2y(x, t)

@t2
(7.116)

En cherchant des solutions de la forme y(x, t) = f(x) cos (!t) on trouve :

@2f(x)

@x2

= �!
2

v2

f(x) (7.117)

Et on solutionne pour trouver :

f(x) = A sin

 

!x

v

!

(7.118)

En appliquant les conditions aux frontières pour une corde fixée, on trouve :

!L

v
= n⇡ (7.119)

où ⌫� = v (7.120)

et 2⇡⌫ = ! (7.121)

d’où :

�
n

=

2L

n
, n 2 N (7.122)

On a finalement :

y(x, t) = A sin (k
n

t) cos!
t

(7.123)

où k
n

=

2⇡

�
n

(7.124)
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7.13.3 Solution de l’équation d’onde par séparation des variables
En posant :

y(x, t) = X(x)T(t) (7.125)

On trouve :

1

T(t)

d2

T(t)

dt2
=

v2

X(x)

d2

X(x)

dx2

= �!2 (7.126)

où �!2 est une constante posée arbitrairement. On en tire la solution :

y(x, t) = A sin (kx + �) cos (!t + ↵) (7.127)

7.13.4 Équation d’onde classique en trois dimensions

r2q(x, y, z, t) =

1

v2

@2q(x, y, z, t)

@t2
(7.128)

7.14 Onde stationnaire
Une onde stationnaire peut être réexprimée comme la somme de deux ondes progressives voyageant à
vitesse v en sens opposés :

y
n

(x, t) = A
n

sin

⇣n⇡x

L

⌘

cos (!
n

t) (7.129)

) y
n

(x, t) =

1

2

A
n

sin

"

2⇡

�
n

(x� vt)

#

+

1

2

A
n

sin

"

2⇡

�
n

(x + vt)

#

(7.130)

Avec �
n

!
n

= 2⇡v.

7.15 Onde progressive
En général, on peut écrire une onde progressive sous la forme :

y(x, t) = A sin (kx� !t) (7.131)

On définit sa vitesse de phase comme :

v
p

=

!

k
(7.132)

On nomme !(k) la relation de dispersion. Si la vitesse de phase de dépend pas de la longueur, d’onde on
a un milieu non-dispersif. Dans les autres cas, le milieu est dit dispersif, car un paquet d’onde, composé
de plusieurs ondes progressives de différentes longueurs d’ondes, aura tendance à se disperser dans un
tel milieu.
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Pour une corde tendue idéalisée, on a un milieu non-dispersif :

!(k) =

s

T

µ
k (7.133)

où T est la tension dans la corde et µ sa densité de masse. Pour une corde de piano, on a un milieu
dispersif :

!2

(k) ⇡ T

µ
k2

+ ↵k4 (7.134)

La superposition de deux ondes progressives dont les vecteurs d’onde sont rapprochés produit un batte-
ment selon :

y(x, t) = 2A cos

"

(k
1

� k
2

)

2

x� (!
1

� !
2

)

2

t

#

sin

"

(k
1

+ k
2

)

2

x� (!
1

+ !
2

)

2

t

#

(7.135)

Le premier terme représentant l’enveloppe. On définit la vitesse de groupe comme la vitesse d’un point
fixe sur cette enveloppe. Pour la trouver, on pose donc que le terme correspondant à l’enveloppe de
l’onde est égal à une constante ⇠ :

⇠ =

(k
1

� k
2

)

2

x� (!
1

� !
2

)

2

t (7.136)

On a que :

d⇠ =

@⇠

@x
dx +

@⇠

@t
dt = 0 (7.137)

On en tire donc :

(k
1

� k
2

)

2

dx� (!
1

� !
2

)

2

dt = 0 (7.138)

Puisque les vecteurs d’onde diffèrent peu, on peut réexprimer (7.138) ainsi :

dk dx� d! dt = 0 (7.139)

d’où on tire directement :

v
g

=

dx

dt
=

d!

dk
(7.140)

En général, la vitesse de groupe est plus petite que la vitesse de phase dans un milieu dispersif, mais ce
n’est pas toujours le cas. Dans un milieu non-dispersif, on a toujours v

g

= v
p

.

7.16 Énergie d’une onde progressive
La densité d’énergie cinétique associée à une onde progressive est :

dT =

1

2

µẏ2dx (7.141)
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Tandis que la densité d’énergie potentielle due à l’étirement s’écrit :

dU =

1

2

T (

dy

dx
)

2dx (7.142)

Si on intègre ces quantités sur une période spatiale P , on trouve :

T = U =

µ!2A2P
4

(7.143)

7.17 Énergie d’une onde stationnaire
Pour un mode n d’une onde stationnaire, on peut trouver :

T
n

=

MA2

n

!2

n

sin

2

(!
n

t)

4

(7.144)

Ainsi que :

U
n

=

MA2

n

!2

n

cos

2

(!
n

t)

4

(7.145)

On voit donc qu’il y a un échange continuel entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle. L’énergie
totale est :

E
n

=

MA2

n

!2

n

4

(7.146)

7.18 Analyse de Fourier
L’équation de mouvement pour la corde tendue est donnée par :

y(x, t) =

1
X

n=0

A
n

sin

⇣n⇡x

L

⌘

cos (n!0t� �
n

) (7.147)

On peut exprimer ceci sous la forme d’une série de Fourier dans l’espace en fixant t = t0 :

B
n

= A
n

cos (n!0t0 � �
n

) (7.148)

d’où :

y(x) =

1
X

n=0

B
n

sin

⇣n⇡x

L

⌘

(7.149)

On peut aussi l’exprimer sous la forme d’une série de Fourier dans le temps en fixant x = x0 :

C
n

= A
n

sin

⇣n⇡x0

L

⌘

(7.150)

d’où :

y(t) =

1
X

n=0

C
n

cos (n!0t� �
n

) (7.151)
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Par le théorème de Fourier, toute fonction périodique et intégrable dont la période est P peut s’écrire :

y(x) =

A0

2

+

1
X

n=0

{A
n

cos

⇣

2n⇡x

P
⌘

+ B
n

sin

⇣

2n⇡x

P
⌘

} (7.152)

avec :

A
n

=

2

P

ˆ P

0

y(x) cos

⇣

2n⇡x

P
⌘

dx (7.153)

B
n

=

2

P

ˆ P

0

y(x) sin

⇣

2n⇡x

P
⌘

dx (7.154)

On peut exprimer (7.152) sous la forme complexe :

y(x) =

A0

2

+

1
X

n=�1
C

n

e�2in⇡x/P (7.155)

Avec :

C
n

=

1

P

ˆ P

0

y(x)e2in⇡x/Pdx (7.156)

7.19 Transformée de Fourier
On peut représenter toute fonction intégrable, même celles qui ne sont pas périodiques, par l’intégrale
de Fourier dans l’espace :

f(x) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
A(k)e2⇡ikxdk (7.157)

A(k) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
f(x)e�2⇡ikxdx (7.158)

Ou par l’intégrale de Fourier dans le temps :

f(t) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
A(!)ei!td! (7.159)

A(!) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
f(t)e�i!tdt (7.160)

Si f(x) représente un paquet d’onde d’une largeur �x = 2L, la transformée de Fourier retournera une
distribution A(K) d’une largeur spécifique �k = ⇡/L, d’où la relation de réciprocité :

�x�k = 2⇡ (7.161)
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7.20 Interférence entre deux sources ponctuelles
Soient deux sources S

1

et S
2

séparées d’une distance d dont leur centre est à l’origine. À un point ~r(r, ✓)
en coordonnées polaires, tel que r � d, on aura :

y(r, ✓, t) = 2A
0

cos

⇣⇡d sin ✓

�

⌘

cos (kr � !t) (7.162)

On aura des maxima d’amplitude aux points tels que l’interférence est constructive :

d sin ✓

�
= n, où n 2 N (7.163)

Puis des minima d’amplitude aux points telsque l’interférence est destructive :

d sin ✓

�
= n +

1

2

, où n 2 N (7.164)

7.21 Interférence et diffraction
Si on a N sources séparées chacune d’une distance d, alors l’interférence résultante aura la forme :

y(r, ✓, t) = A(r)
sin

⇣

N⇡d sin ✓

�

⌘

sin

⇣

⇡d sin ✓

�

⌘

cos (kr � !t) (7.165)

Dans le cas d’une fente de largeur D, on peut trouver la diffraction résultante en faisant tendre N !1
et d ! 0 avec Nd = d dans l’expression (7.165). On en tire :

y(r, ✓, t) = A(r) sinc

⇣⇡D sin ✓

�

⌘

cos (kr � !t) (7.166)

Si on est en présence de N fentes de largeur D séparées d’une distance d dont la fréquence d’émission !
oscille trop rapidement pour le temps de moyennage du détecteur (c’est le cas pour l’oeil et la lumière),
alors on peut écrire l’intensité à une distance fixe et moyennée sur plusieurs périodes comme :

I(✓) = I
0

sinc

2 ↵
h

sin (N�/2)

N sin (�/2)

i

2

(7.167)

où ↵ =

⇡D sin ✓

�
, (7.168)

� =

2⇡d sin ✓

�
(7.169)

et I(✓) / y(✓)2 (7.170)
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Chapter 8

PHY2810 Mécanique quantique

8.1 Postulats Fondamentaux
I : Définition de l’état quantique. La connaissance de l’état d’un système quantique est complète-

ment contenue, à l’instant t, dans un vecteur normalisable de l’espace de Hilbert H. Il est habituellement
noté sous la forme d’un ket : | (t)i.

II : Principe de Correspondance. À toute propriété observable correspond un opérateur hermitien
linéaire, nommé observable, agissant sur les vecteurs de l’espace de Hilbert H. Ceux-ci sont définis par
des règles de construction qui reposent sur un principe de correspondance avec la mécanique classique.

III : Mesure d’un observable. La mesure d’une grandeur physique représentée par un observable A
ne peut fournir que l’une des valeurs propres a

n

de l’opérateur ˆA associé :

ˆA|↵
n

i = a
n

|↵
n

i

les vecteurs propres |↵
n

i représentent l’état quantique du système immédiatement après la mesure.
Ceux-ci sont complets et forment une base orthonormée de l’espace de Hilbert.

IV : Interprétation probabiliste de la fonction d’onde. Le produit scalaire d’un état quantique nor-
malisé et d’un autre vecteur (qu’il appartienne ou non à H) fournit une amplitude de probabilité, dont
le carré correspond à une probabilité ou une densité de probabilité.

V : Réduction du paquet d’onde. Si, lors d’une mesure d’une grandeur physique A dans un système
quantique, on obtient une valeur propre a

n

de celle-ci associée à un état |↵
n

i, alors l’état du système
immédiatement après la mesure est projeté sur le sous-espace propre associé à |↵

n

i.

V I : Évolution temporelle de l’état quantique. L’état |�, ti de tout système quantique non-relativiste
est une solution de l’équation de Schrödinger dépendante du temps :

i~ @
@t
|�, ti =

ˆH |�, ti
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8.2 Dualité Onde-Particule
On définit la longueur d’onde d’une particule par la longueur d’onde de De Broglie :

� =

h

p
(8.1)

où p est sa quantité de mouvement et h la constante de Planck.
On peut réécrire son impulsion comme :

p = ~k (8.2)

où k est son vecteur d’onde. L’énergie cinétique pour une particule libre peut donc être définie comme :

E =

~2k2

2m
(8.3)

8.3 Dispersion d’un paquet d’ondes gaussien
Soit un paquet d’ondes gaussien de la forme :

| (x, t)|2 =

2⇡e
�↵(x�~k0t/m)2

↵

2+~2
t/m

2

q

↵2

+

~2
t

2

m

2

(8.4)

Sa largeur en fonction du temps est donnée par :

�x(t) = 2

p
↵

r

1 +

4�t2

↵2

où (8.5)

� =

@2!(k)

@k2

(8.6)

8.4 Équation de Schrödinger
On définit la fonction d’onde  (x, t) telle que la probabilité de retrouver un système quantique entre
x = a et x = b est donnée par :

P{x 2 [a, b]} =

ˆ
b

a

| (x, t)|2dx (8.7)

La dépendance spatiale et temporelle de l’état  (x, t) d’un système quantique est définie par l’équation
de Schrödinger :

i~@ (x, t)

@t
= � ~2

2m

@2

 (x, t)

@x2

+ V (x, t) (x, t) (8.8)
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où V (x, t) est le potentiel auquel est soumis le système. Dans le cas d’un potentiel indépendant du
temps, on a une solution séparable :

 (x, t) =  (x)'(t) (8.9)

On en tire la solution temporelle :

'
n

(t) = e�iE

n

t/~ (8.10)

où E
n

est l’énergie propre de l’état n du système,
puis l’équation de Schrödinger indépendante du temps :

� ~2

2m

@2�(x)

@x2

+ V (x) (x) = E (x) (8.11)

Si V (x) > E lorsque x ! ±1, on aura des solutions discrètes :

 (x) =

1
X

n=0

c
n

u
n

(x) où n 2 N (8.12)

Sinon, on aura des solutions continues :
ˆ 1

0

f(q)u(q, x)dq où q 2 R+ (8.13)

où f(q) représente une fonction de normalisation. Il est possible d’avoir des solutions mixtes, consti-
tuées d’une combinaison linéaire de (8.12) et (8.13).

À chaque état propre u
n

(x) sera associée une énergie propre E
n

.

Attention ! : Même si u
1

(x) et u
2

(x) sont des solutions de l’équation (8.11),↵
1

u
1

(x) + ↵
2

u
2

(x) où
↵

i

sont des constantes n’est pas nécessairement une solution, sauf si u
1

(x) et u
2

(x) sont dégénérées,
c’est-à-dire si elles possèdent la même valeur propre �

1

.

8.5 Propriétés des fonctions propres
1. Elles sont orthogonales entre elles lorsque non dégénérées sur la même valeur propre �:

hu
i

(x)|u
j

(x)i =

ˆ 1

�1
u⇤

i

(x)u
j

(x) dx = �
ij

si �
i

6= �
j

(8.14)

2. Elles forment une base complète de l’espace d’Hilbert :

|u
n

(x)ihu
n

(x)| = 1 (8.15)

3. Si on a une dégénérescence, alors les N fonctions propres qui sont dégénérées sur la même valeur
propre � ne seront pas nécessairement orthogonales, mais elles seront une base d’un sous-espace
à N dimensions.
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8.6 Normalisation
La probabilité de trouver un système dans un état quelconque doit être de 100%. On doit donc normaliser
toute fonction d’onde, tel que :

ˆ 1

�1
| (x, t)|2 dx = 1 (8.16)

En général, on pose donc  (x, t) = A (x)'(t) et on choisit A pour respecter (8.16). On a aussi les
propriétés suivantes :

1. Une foncion d’onde non normalisable ne correspond pas à une situation physique.

2. La norme de  (x, t) est préservée par la partie temporelle de l’équation de Schrödinger. Ainsi, il
suffit de normaliser  (x) en ne tenant pas compte de '(t).

8.7 Postulat de l’expansion
L’évolution dans le temps d’une fonction propre u

n

(x) discrète du hamiltonien est donnée par :

u
n

(x, t) = u
n

(x) · �
n

(t) = u
n

(x)e�iE

n

t/~ d’où on tire :  (x, t) =

1
X

n=0

c
n

u
n

(x)e�iE

n

t/~ (8.17)

où u
n

(x) représente un état d’énergie E
n

physiquement accessible au système. Le coefficient |c
n

|2
représente la probabilité que le système se trouve dans cet état.

On peut obtenir les coefficients c
n

par une projection orthogonale :

c
n

= hu
n

(x)| (x)i =

ˆ 1

�1
u⇤

n

(x) (x) dx (8.18)

Les coefficients c
n

doivent aussi être normalisés de la façon suivante :

1
X

n=0

|c
n

|2 = 1 (8.19)

8.8 Propriétés des opérateurs
1. Seuls les opérateurs linéaires sont permis en mécanique quantique, puisque l’équation de Schrödinger

est linéaire.
ˆA{bf(x) + cg(x)} = b ˆA{f(x)}+ c ˆA{g(x)} (8.20)

2. Seuls les opérateurs hermitiens sont permis en mécanique quantique, pour que leurs valeurs pro-
pres soient réelles.

ˆA†
=

ˆA (8.21)

3. Deux opérateurs qui commutent ont des fonctions propres communes. Notez qu’en général, deux
opérateurs différents ne commutent pas.
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8.9 Commutateur
On définit le commutateur de deux opérateurs comme :

[

ˆA, ˆB] ⌘ ˆA ˆB � ˆB ˆA (8.22)

avec les propriétés suivantes :

1. [

ˆA, ˆB] = �[

ˆB, ˆA]

2. [

ˆA ˆB, ˆC] =

ˆA[

ˆB, ˆC] + [

ˆA, ˆC]

ˆB

3. [

ˆA +

ˆB, ˆC] = [

ˆA, ˆC] + [

ˆB, ˆC]

8.10 Valeur moyenne
La valeur moyenne d’un observable a prise sur plusieurs systèmes préparés identiquement est donnée
par :

hai = h | ˆA| i =

ˆ 1

�1
 ⇤(x)

ˆA (x) dx (8.23)

où ˆA est l’opérateur associé à l’observable en question. Cette valeur moyenne représente aussi la valeur
qui est la plus probable de mesurer pour un tel système.

8.11 Valeur moyenne par le postulat de l’expansion
En appliquant (8.23) au postulat de l’expansion (8.18), on obtient :

hai =

1
X

n=0

|c
n

|2a
n

(8.24)

où a
n

est la valeur propre associée à la fonction d’onde  
n

.

8.12 Parité
L’opérateur de parité est défini comme :

ˆP{f(x)} = f(�x) (8.25)

On a donc des fonctions propres � telles que :

ˆP{f(x)} = �f(x) = f(�x) (8.26)
ˆP{ˆP{f(x)}} = �2f(x) = f(x) (8.27)

Ainsi, on a deux cas possibles pour satisfaire à �2

= 1 :
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1. � = 1 et f(x) est une fonction paire.

2. � = �1 et f(x) est une fonction impaire.

Les fonctions propres de ˆP (ou les fonctions strictement paires et impaires) engendrent tout l’espace de
Hilbert, car toute fonction de carré intégrale peut s’écrire dans cette base :

f(x) =

1/2(1 +

ˆP){f(x)}}+

1/2(1� ˆP){f(x)}} (8.28)

où le premier terme est pair et le deuxième impair. De la troisième propriété des fonctions propres, on
peut tirer le raisonnement suivant :

Si le potentiel V (x) est symétrique, alors le hamiltonien ˆH et l’opérateur parité ˆP commutent, il en
découle que ces deux opérateurs ont des fonctions propres communes : Les fonctions propres du hamil-
tonien seront strictement paires ou impaires. Aussi, si  (x, t) est solution de l’équation de Schrödinger,
 (�x, t) le sera aussi.

8.13 Espace de représentation des états propres
Dans l’espace des positions, qu’on appelle aussi l’espace réel, on a les fonctions propres :

1. x̂u
n

(x) = x
n

u
n

(x) ) u
n

(x) = �(x� x
n

)

2. p̂u
n

(x) = p
n

u
n

(x) ) u
n

(x) / eipx/~

3. ˆHu
n

(x) = E
n

u
n

(x) ) u
n

(x) dépend de V (x)

Dans l’espace des impulsions, qu’on appelle aussi l’espace réciproque, on a les fonctions propres :

1. x̂u
n

(x) = x
n

u
n

(x) ) u
n

(x) / eipx/~

2. p̂u
n

(x) = p
n

u
n

(x) ) u
n

(x) = �(p� p
n

)

3. ˆHu
n

(x) = E
n

u
n

(x) ) u
n

(x) dépend de V (p)

8.14 Transformées de Fourier entre l’espace réel et l’espace ré-
ciproque

On peut passer de l’espace réel à l’espace réciproque par une transformée de Fourier :

�(p) =

1p
2⇡~

ˆ 1

�1
 (x)e�ipx/~ dx (8.29)

On peut aussi passer de l’espace réciproque à l’espace réel par une transformée de Fourier inverse :

 (x) =

1p
2⇡~

ˆ 1

�1
�(x)eipx/~ dp (8.30)

— À suivre... —
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Chapter 9

PHY2215 Thermodynamique et statistique

9.1 Notions de probabilité
1. ⌦(⌃) : Nombre total de systèmes dans l’ensemble ⌃.

2. ⌦(X) : Nombre total de systèmes dans l’état X .

3. P (X) = lim

⌦(⌃)!1
⌦(X)

⌦(⌃)

: Probabilité de retrouver un système donné de l’ensemble ⌃ dans l’état
X .

4. P (X|Y ) = P (X) + P (Y ) : Probabilité de retrouver un système dans l’état X ou Y .

5. P (X ⌦ Y ) = P (X) · P (Y ) : Probabilité de retrouver un système dans l’état X ainsi qu’un autre
système dans l’état Y, pour un ensemble de deux systèmes.

6.
P

M

i=1

P (X
i

) = 1 : Condition de normalisation. M est le nombre d’états accessibles pour
l’ensemble de systèmes.

7. P
N

(n
1

) = CN

n1
pn1 qN�n1 : Probabilité de retrouver n

1

systèmes dans un état de probabilité p
ainsi que tous les autres systèmes dans le seul autre état de probabilité q, pour un ensemble de N
systèmes. C

n

est le coefficient d’expansion binomiale (voir (17.73)).

8. u =

P

M

i=1

P (u
i

) u
i

: Valeur moyenne d’un paramètre u.

9. f(u) =

P

M

i=1

P (u
i

) f(u
i

) : Valeur moyenne d’une distribution f(u).

10. �
f(u)

=

q

(f(u)� f(u))

2 : Écart-type d’une distribution f(u).

11. �
n1 =

p
Npq : Écart-type d’une distribution binomiale. p est la probabilité de se retrouver dans

le premier état et q dans le deuxième. N est le nombre de systèmes dans l’ensemble.

12. n
1

= Np : Nombre moyen de systèmes dans l’état de probabilité p, pour une distribution binomi-
ale contenant N systèmes.

9.2 Ensembles Statistiques
Il existe plusieurs façons de traiter un système physique à l’aide de la mécanique statistique. Pour
chaque système physique, l’un de ces ensembles sera plus commode:
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9.2.1 Ensemble microcanonique
Dans l’ensemble microcanonique, on considère les quantités suivantes comme constantes lors d’une
mesure, dans un intervalle de précision donné:

• E: L’énergie

• V : Le volume

• N : Le nombre de particules

On peut se représenter un tel système comme l’une de deux chambres à gaz, séparées par une cloison
étanche mais laissant passer la chaleur, ce système complet étant isolé du reste de l’Univers.

9.2.2 Ensemble canonique
Dans l’ensemble canonique, on considère les quantités suivantes comme constantes lors d’une mesure,
dans un intervalle de précision donné:

• T : L’énergie

• V : Le volume

• N : Le nombre de particules

On peut se représenter un tel système comme une petite chambre à gaz, annexée à une immense chambre
à gaz par une cloison étanche mais laissant passer la chaleur, ce système complet étant isolé du reste de
l’Univers.

9.2.3 Ensemble grand-canonique
Dans l’ensemble grand-canonique, on considère les quantités suivantes comme constantes lors d’une
mesure, dans un intervalle de précision donné:

• T : L’énergie

• V : Le volume

On peut se représenter un tel système comme une petite section virtuelle d’une chambre à gaz beaucoup
plus grande. Ainsi, la chaleur et les particules physiques peuvent traverser librement la cloison virtuelle
ainsi définie.

9.3 Théorèmes et concepts généraux

9.3.1 Théorème de la limite centrale
Peu importe le type de mesure effectuée, si l’échantillon est suffisamment grand, on obtiendra une
distribution gaussienne.
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9.3.2 Définition du gaz parfait
C’est un gaz dont l’énergie des interactions intermoléculaires sont négligeables face à leur énergie ciné-
tique.

9.3.3 Le postulat fondamental de la mécanique statistique
Un système donné a une probabilité égale de se retrouver dans n’importe lequel de ses états accessibles.

9.3.4 Le bilan détaillé
La probabilité de transition d’un état A vers un état B est égale à la probabilité de transition de l’état B
vers l’état A.

9.3.5 Théorème H de Boltzmann
Tout système évoluera seulement en direction d’un équilibre, peu importe l’état initial.

9.3.6 Temps de relaxation
Le temps de relaxation est défini comme le temps nécessaire au système pour atteindre celui-ci. Il
dépend de la nature des interactions entre ses constituants.

9.3.7 Réversibilité
Les lois microscopiques de la physique sont toujours réversibles dans le temps. Cependant, à l’échelle
macroscopique, une combinaison d’un nombre colossal d’interactions réversibles peut donner lieu à un
phénomène qui soit lui-même globalement irréversible. D’un point de vue statistique, ceci représente
un phénomène dont la réversion soit tellement improbable que sa considération est rejetée.

9.3.8 Procédé quasi-statique
Un procédé est quasi-statique si les changements d’états causés par celui-ci se font sur une échelle de
temps très grande par rapport au temps de relaxation du système associé à ces changements d’états. En
d’autres mots, à chaque instant le système aura le temps d’atteindre un nouvel équilibre.

9.3.9 Différentielles exacte et inexacte
On définit la différentielle exacte dA comme une variation infinitésimale d’un paramètre A. On peut
associer des valeurs indépendantes A

1

et A
2

au paramètre A, différant d’une quantité infinimésimale et
telles que:

dA = A
2

� A
1

(9.1)

On définit plutôt une différentielle inexacte d̄A0 comme une quantité infinitésimale (et non pas comme
une variation). Ainsi, on ne peut pas établir de relation semblable à (9.1). Une intégrale sur une dif-
férentielle inexacte dépend toujours du parcours d’intégration, contrairement à la différentielle exacte:
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˛
dA = 0

ˆ
b2

b1

d̄A0 +

ˆ
b3

b2

d̄A0 = I ;
ˆ

b4

b1

d̄A0 +

ˆ
b3

b4

d̄A0 = I (9.2)

˛
d̄A0 6= 0 (9.3)

(9.4)

9.3.10 Facteur intégrant
Un facteur intégrant est une fonction ⌧ , dépendant du chemin d’intégration, qui ramène une différentielle
inexacte le long d’un chemin d’intégration tel que:

˛
d̄A

⌧
= 0 (9.5)

Ainsi, la quantité:

dB =

d̄A

⌧
(9.6)

devient une différentielle exacte.

9.3.11 Paramètres extensifs
Les paramètres extensifs décrivent des quantités proportionnelles à l’échelle de grandeur du système.
Exemples : V , E.

9.3.12 Paramètres intensifs
Les paramètres intensifs décrivent des quantités ne dépendant pas de l’échelle de grandeur du système.
Exemples : p, T .

9.3.13 Principe zéro de la thermodynamique
Si deux systèmes pris individuellement sont chacun en équilibre thermique avec un troisième système,
alors ils le sont aussi entre eux.

9.4 Travail et chaleur

9.4.1 Première loi de la thermodynamique
Soit Q une quantité de chaleur qu’un système extrait de son environnement, W un travail effectué par
le système en question et sur son environnement et � ¯E le changement d’énergie interne moyenne du
système, on a que:

�

¯E = Q�W (9.7)
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Dans le cas d’un procédé quasi-statique, on peut écrire:

d̄Q = d ¯E + d̄W (9.8)

Où le symbole d̄ représente une différentielle inexacte.

9.4.2 Fonctions d’état
Ce sont des quantités dont la variation ne dépend que des états initial et final du système, mais pas des
états intermédiaires. Avec (9.2), on peut exprimer leur variation infinitésimale par une différentielle
exacte. Exemples : E,P ,V ,T .

9.4.3 Paramètres externes
Ce sont des contraintes imposées à un système qui vont jouer sur son équation d’état. Les niveaux
d’énergie microscopiques en dépendent directement.
Exemples :

• V : Le volume

• ~g: La gravité

• ~E: Le champ électrique

• ~B: Le champ magnétique

9.4.4 État microscopique
Celui-ci est décrit par un ensemble de paramètres décrivant individuellement et entièrement le mouve-
ment et l’évolution des composantes microscopiques d’un système.

9.4.5 État macroscopique
Celui-ci est décrit par un ensemble de paramètres externes décrivant le comportement statistique des
composantes microscopiques d’un système et desquels on peut déduire l’évolution globale de celui-ci.
Il est à noter que plusieurs états microscopiques peuvent donner lieu au même état macroscopique.

9.4.6 Interaction purement thermique
Dans ce type d’interaction, les paramètres externes demeurent constants, mais les systèmes en jeu sont
libres de s’échanger de la chaleur. Puisque les paramètres externes ne changent pas, le système ne peut
effectuer aucun travail sur son environnement et vice-versa. On en tire:

W = 0 (9.9)

Ainsi, la première loi de la thermodynamique devient:
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�

¯E = Q (9.10)

D’un point de vue microscopique, ceci revient à dire que les particules se redistribuent différemment
sur les niveaux d’énergie accessibles du système à mesure que ¯E varie, mais les valeurs de ces niveaux
d’énergie ne changent pas.

9.4.7 Interaction adiabatique ou purement mécanique
Dans ce type d’interaction, il ne se produit aucun échange de chaleur, mais un système peut travailler
sur son environnement aux dépends de son énergie interne, ou vice-versa. Ce travail fera alors varier
les paramètres externes, ce qui aura une incidence directe sur les valeurs des niveaux d’énergie internes.
On a donc:

Q = 0 (9.11)

Ainsi, la première loi de la thermodynamique devient:

�

¯E = �W (9.12)

D’un point de vue microscopique, ceci revient à dire que les valeurs des niveaux d’énergie accessibles
changent, sans que la distribution des constituants microscopiques du système sur ceux-ci n’en soit
affectée.

9.4.8 Force généralisée
Pour des procédés quasti-statiques, on peut définir une force généralisée:

¯X
↵i

= �@
¯E

i

@x
↵

(9.13)

où E
i

est l’énergie associée au niveau d’énergie microscopique i et x
↵

est le paramètre externe associé
à la force généralisée ¯X

↵i

. On peut donc définir le travail effectué par cette force généralisée avec:

d̄W =

n

X

↵=1

¯X
↵

dx
↵

(9.14)

Par exemple, on peut choisir comme paramètre externe le volume V et alors, la force généralisée asso-
ciée sera la pression P .

9.4.9 Chaleur et température
Le facteur intégrant associé à un transfert de chaleur Q est la température T du système, tel que:

d̄Q = TdS (9.15)

où S est l’entropie du système. Cette relation n’est valide que pour des processus quasi-statiques et
réversibles.
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9.4.10 Système isolé thermiquement
Dans un tel cas, d̄Q = 0 et alors, la première loi de la thermodynamique devient d ¯E = �d̄W , ce qui
transforme automatiquement d̄W en différentielle exacte. Il vient donc que:

Dans un système isolé thermiquement, le travail accompli ne dépend pas du procédé utilisé.

d̄Q = 0 )
˛

d̄W = 0 ) d̄W = dW (9.16)

9.4.11 Système à paramètres externes constants
Dans un tel cas, d̄W = 0 et alors, la première loi de la thermodynamique devient: d ¯E = d̄Q, ce qui
transforme automatiquement d̄Q en différentielle exacte. Il vient donc que:

Dans un système à paramètres externes constants, la quantité de chaleur transférée ne dépend pas du
procédé utilisé.

d̄W = 0 )
˛

d̄Q = 0 ) d̄Q = dQ (9.17)

9.5 Thermodynamique statistique

9.5.1 États accessibles à un gaz idéal monoatomique
L’approximation du gaz idéal consiste à supposer que l’énergie cinétique moyenne des particules est
beaucoup plus grande que l’énergie potentielle associée aux interactions inter-particules. On suppose
aussi que les nombres quantiques associés aux énergies d’excitation en jeu sont assez élevées pour que
le gaz soit traité de façon classique (c’est l’approximation du gaz non-dégénéré).

Le nombre ⌦ d’états accessibles au gaz sera alors égal au nombre de sections infinitésimales dans les
N espaces de phase à trois dimensions qui sont accessibles pour un système avec une énergie comprise
entre E et E + �E et constitué de N molécules. On veut donc calculer le volume dans une région d’un
espace à 3N dimensions:

⌦(E, V ) /
˙

V

(˙
E+�E

E

d3~p
1

(E,~r
1

, . . . ,~r
N

)(. . .)d3~p
N

(E,~r
1

, . . . ,~r
N

)

)

d3~r
1

(. . .)d3~r
N

(9.18)

Or, pour un gaz idéal, l’impulsion dépend de la position de façon négligeable et on peut donc réécrire:

⌦(E, V ) /
˙

V

d3~r
1

(. . .)d3~r
N

·
˙

E+�E

E

d3~p
1

(E)(. . .)d3~p
N

(E) (9.19)

) ⌦(E, V ) / V N

˙
E+�E

E

d3~p
1

(E)(. . .)d3~p
N

(E) (9.20)
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On a donc que la deuxième série d’intégrales est fonction de l’énergie du système seulement, d’où:

⌦(E, V ) / V Nf(E) (9.21)

Cependant, pour un gaz non-relativiste et monoatomique on a aussi:

E
i

=

|~p
i

|2
2m

(9.22)

) E
sys

=

1

2m

N

X

i=1

3

X

↵=1

p2

i↵

(9.23)

On en tire:

⌦(E, V ) / V NE3N/2 (9.24)

En remarquant qu’ici le système possède 3N degrés de liberté, on peut en tirer une conclusion qui est
très générale:

Le nombre d’états accessibles à un système dépend explicitement de ses paramètres extensifs et de ses
degrés de liberté.

9.5.2 Équilibre thermodynamique de systèmes disjoints
Soient deux systèmes A et A0 en contact thermique, mais isolés dans l’ensemble (qu’on nomme A

sys

.
Leur énergie étant respectivement E et E 0, le nombre d’états accessibles au système est:

⌦

sys

= ⌦(E) · ⌦(E 0
) (9.25)

En définissant E
sys

= E + E 0 l’énergie du système, on a donc:

⌦

sys

(E) = ⌦(E) · ⌦(E
sys

� E) (9.26)

Puisque ⌦(E)/̃Ef où f est le nombre de degrés de liberté du système, On a que ⌦(E) croît très
rapidement et ⌦(E

sys

� E) décroît très rapidement à mesure que E augmente. Ainsi, à suffisamment
grandes énergies ⌦

sys

(E) tend vers une distribution delta de dirac.

9.5.3 Température thermodynamique
On introduit un paramètre décrivant la variation des états libre à mesure qu’on injecte de l’énergie dans
un système:

� ⌘ @ ln⌦

@E
(9.27)

On a donc que pour deux systèmes A et A0 isolés dans l’ensemble mais en contact thermique et à
l’équilibre thermodynamique:

(� � �0)Q > 0 (9.28)
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Figure 9.1: Effet du nombre de degrés de liberté f d’un système thermodynamique sur ses états accessibles ⌦

sys

. On voit
que les états libres du système forment une gaussienne centrée à E = E

sys

, dont la largeur caractéristique est inversement
proportionnelle à f .

Où Q > 0 signifie que A absorbe une quantité de chaleur provenant de A0. C’est donc le système dont le
paramètre � est le plus élevé qui absorbera la chaleur de l’autre. On peut donc introduire la température
thermodynamique T telle que:

� =

1

kT
(9.29)

où k est la constante de Boltzmann. On en tire directement:

T ⌘ ⌦

k

@E

@⌦
(9.30)

9.5.4 Température thermodynamique négative
En général, lorsqu’on fournit de l’énergie à un système, le nombre d’états accessibles à celui-ci aug-
mente rapidement, ce qui se traduit en une température thermodynamique positive. Cependant, dans
certains cas (notamment certains systèmes décrits par le spin des particules le composant), fournir trop
d’énergie au système peut se traduire en une rechute du nombre de ses états libres. Ce régime est alors
décrit par une température thermodynamique négative. Il est à noter que les températures thermody-
namiques négatives sont généralement associées à des configurations beaucoup plus énergétiques que
celles positives, pour un système donné.
— À suivre... —
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Chapter 10

PHY3131 Mécanique classique 2

10.1 Types de contraintes
Des contraintes sur un système mécanique peuvent être représentées par des équations qui couplent
entre elles certaines des coordonnées du problème. On en distingue plusieurs types :

• Contraintes holonomes (intégrables): Chacune des contraintes dites holonomes peuvent s’écrire
selon les deux formes suivantes (qui sont équivalentes) :

f(~r
1

,~r
2

, . . . ,~r
n

) = 0 (10.1)
X

i

@f

@r
i

dr
i

= 0 (10.2)

• Contraintes non-holonomes (non intégrables): Elles ne peuvent s’écrire sous les formes précé-
dentes, ni être intégrées. Elles impliquent généralement des inégalités, ou dépendent explicite-
ment des vitesses ˙~r

i

du système.

• Contraintes scléronomes: Les contraintes dites scléronomes sont celles qui ne dépendent pas
explicitement du temps.

• Contraintes rhéonomes: Les contraintes dites rhéonomes sont celles qui dépendant explicitement
du temps.

Un ensemble de k équations de contraintes ont pour effet de coupler les n coordonnées du système et
les rendre dépendantes. Il existe alors un ensemble complet de n � k coordonnées indépendantes et
suffisantes pour décrire entièrement le système (en utilisant aussi les équations de contraintes).
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10.2 Déplacements virtuels
On définit un déplacement virtuel gr

i

comme un changement infinitésimal de la coordonnée r
i

du sys-
tème, mais en gardant les forces de contraintes et le temps constants, contrairement aux déplacements
infinitésimaux habituels dr

i

.

(a) Déplacement infinitésimal virtuel (b) Déplacement infinitésimal réel

Figure 10.1: Différences schématiques entre les déplacements infinitésimaux virtuel et réel.

10.3 Travail virtuel
Le travail virtuel gW associé à une force ~F et à un déplacement virtuel g~r

i

est défini comme:

gW =

~F · g~r
i

(10.3)

10.4 Le principe d’Alembert
Par la deuxième loi de Newton appliquée à une particule i dans un système physique, on a que:

~F
i

� ~p
i

= 0 (10.4)

Ainsi, on a aussi:
X

i

⇣

~F
i

� ~p
i

⌘

· g~r
i

= 0 (10.5)

On peut décomposer la force ~F en deux parties : Les forces externes ~F e

i

et les forces de contraintes ~F c

i

.
Ici, on choisit de se restreindre aux cas où les forces de contraintes n’effectuent aucun travail virtuel.
On a donc:

~F c

i

· g~r
i

= 0, d’où (10.6)
X

i

⇣

~F e

i

� ~p
i

⌘

· g~r
i

= 0 (10.7)
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C’est le principe d’Alembert. Cependant, on ne peut pas tirer de cette équation que les termes ~F e

i

� ~p
i

s’annulent identiquement, puisque les coordonnées ~r
i

sont couplées au travers des forces de contraintes,
ainsi les termes g~r

i

sont dépendants.

10.5 Les équations de Lagrange
Pour arriver à découpler les coordonnées {~r

i

}, on doit donc effectuer un changement de coordonnées
vers un nouvel ensemble de coordonnées {q

i

}. Pour effectuer celui-ci (et en se rappelant que dt = 0

pour un déplacement virtuel), on utilise le fait que:

g~r
i

=

X

j

@~r
i

@q
j

gq
j

(10.8)

En insérant ceci dans (10.5), on a:

X

i,j

⇣

~F
i

� ~p
i

⌘

· @~ri

@q
j

gq
j

= 0 (10.9)

On définit la force généralisée Q
j

associée à une coordonnée q
j

telle que:

Q
j

=

X

i

~F e

i

· @~ri

@q
j

(10.10)

On doit aussi réexprimer les impulsions ~p
i

en fonction de ces nouvelles coordonnées:

X

i

~p
i

· g~r
i

=

X

i

m
i

¨~r
i

· g~r
i

=

X

i,j

m
i

¨~r
i

· @~ri

@q
j

gq
j

(10.11)

On remarque que par la définition de la dérivée d’un produit:

m
i

¨~r
i

· @~ri

@q
j

=

d

dt

✓

m
i

˙~r
i

· @~ri

@q
j

◆

�m
i

˙~r
i

· d

dt

✓

@~r
i

@q
j

◆

(10.12)

Or, on a que:

˙~r
i

=

P

j

@~r

i

@q

j

q̇
j

+

@~r

i

@t

, d’où (10.13)
@

˙

~r

i

@q̇

j

=

@~r

i

@q

j

(10.14)

Et on a aussi:

d

dt

✓

@~r
i

@q
j

◆

=

X

k

@2~r
i

@q
j

@q
k

q̇
k

+

@2~r
i

@q
j

@t
=

@

@q
j

 

X

k

@~r
i

@q
k

q̇
k

+

@~r
i

@t

!

=

@ ˙~r
i

@q
j

(10.15)

En insérant (10.15) et (10.14) dans (10.12) et avec, on trouve:

m
i

¨~r
i

· @~ri

@q
j

=

d

dt

 

m
i

˙~r
i

· @
˙~r
i

@q̇
j

!

�m
i

˙~r
i

· @
˙~r
i

@q
j

(10.16)
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En réinsérant ceci dans (10.11), on trouve:

X

i

~p
i

· g~r
i

=

X

j

"

d

dt

 

X

i

m
i

˙~r
i

· @
˙~r
i

@q̇
j

!

�
X

i

m
i

˙~r
i

· @
˙~r
i

@q
j

#

gq
j

(10.17)

=

X

j

"

d

dt

(

@

@q̇
j

X

i

✓

1

2

m
i

ṙ2

i

◆

)

� @

@q
j

X

i

✓

1

2

m
i

ṙ2

i

◆

#

gq
j

(10.18)

En reconnaissant T , l’énergie cinétique du système T =

P

i

1

2

m
i

ṙ2

i

, on a alors:

X

i

~p
i

· g~r
i

=

X

j



d

dt

✓

@T

@q̇
j

◆

� @T

@q
j

�

gq
j

(10.19)

En utilisant (10.19), (10.10) et le principe d’Alembert (10.7), on trouve alors:

X

j



d

dt

✓

@T

@q̇
j

◆

� @T

@q
j

�Q
j

�

gq
j

= 0 (10.20)

Cette fois, puisque les coordonnées {q
j

} sont indépendantes, les gq
j

le sont aussi et on peut directement
en tirer les équations de Lagrange générales:

d

dt

✓

@T

@q̇
j

◆

� @T

@q
j

�Q
j

= 0 (10.21)

Les seules conditions pour que celles-ci soient valides sont ainsi :

• Toutes les contraintes du système sont holonomes

• Aucun travail virtuel n’est effectué par les forces de contraintes.

Si, en plus, on peut écrire les forces comme étant dérivées d’un potentiel ne dépendant pas des q̇
j

telles
que:

Q
j

= �@V
@q

j

(10.22)

V = V (q
1

, . . . , q
n

) (10.23)

On peut alors directement en tirer les équations de Lagrange sous leur forme compacte:

d

dt

✓

@L
@q̇

j

◆

� @L
@q

j

= 0 (10.24)

Où le Lagrangien L est donné par:

L = T � V (10.25)
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On peut aussi exprimer l’énergie cinétique T du système en fonction des coordonnées généralisées:

T = M
0

+

X

j

M
j

q̇
j

+

X

j,k

M
jk

q̇
j

q̇
k

, où (10.26)

M
0

⌘ 1

2

X

i

m
i

@~r
i

@t
· @~ri

@t
, (10.27)

M
j

⌘
X

i

m
i

@~r
i

@t
· @~ri

@q
j

et (10.28)

M
jk

⌘ 1

2

X

i

m
i

@~r
i

@q
j

· @~ri

@q
k

(10.29)

10.6 Potentiels généralisés
On peut insérer des forces dépendant des vitesses généralisées q̇

j

dans les équations compactes de La-
grange en définissant des potentiels généralisés:

Q
j

=

d

dt

✓

@U
@q̇

j

◆

� @U
@q

j

, où (10.30)

U = U (q
1

, . . . , q
n

, q̇
1

, . . . , q̇
n

) (10.31)

Par exemple, en électromagnétisme, on peut définir un potentiel généralisé associé à la force de Lorentz:

U
lorentz

= q
⇣

�� ~A · ~v
⌘

, tel que (10.32)

~F
lorentz

= q

 

�~r�� @ ~A

@t
+ ~v ⇥

⇣

~r⇥ ~A
⌘

!

(10.33)

Où q est la charge et ~v la vitesse d’une particule plongée dans un champ électromagnétique dont � est
le potentiel de la partie électrique et ~A le potentiel-vecteur de la partie magnétique.

10.7 Forces sans potentiel et fonction de dissipation
En partant de la forme générale des équations de Lagrange (10.21), on peut insérer dans la forme com-
pacte des équations de Lagrange une force Q0

j

qui n’est reliée ni à un potentiel V ni à un potentiel
généralisé U :

d

dt

✓

@L
@q̇

j

◆

� @L
@q

j

= Q0
j

(10.34)

Si on est en présence d’une force dépendant uniquement des vitesses q̇
j

(par exemple les forces de
frottement), on peut définir une fonction de dissipation F telle que:

Q0
j

= �@F
@q̇

j

(10.35)
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et les équations de Lagrange deviennent alors:

d

dt

✓

@L
@q̇

j

◆

� @L
@q

j

= �@F
@q̇

j

(10.36)

Aussi, la fonction de dissipation est reliée au taux de dissipation d’énergie dans le système, par une
relation du type:

dE
sys

dt
= f (F) (10.37)

10.8 Principe de Hamilton
On peut dériver les équations de Lagrange d’une façon indépendante, en partant cette fois d’un principe
variationnel: Le principe de Hamilton. Celui-ci s’écrit :

Le mouvement d’un système, entre les instants t
1

et t
2

, est tel que la quantité d’action I est stationnaire
sur toute sa trajectoire, où:

I ⌘
ˆ

t2

t1

Ldt (10.38)

En termes mathématiques, le principe de Hamilton s’écrit donc:

�I ⌘ �

ˆ
t2

t1

L (q
1

, . . . , q
n

, q̇
1

, . . . , q̇
n

, t) dt = 0 (10.39)

Celui-ci étant valide seulement lorsque les forces du système sont monogènes, c’est-à-dire dérivées d’un
potentiel généralisé U .

Pour résoudre l’équation (10.39), nous allons insérer un nouveau paramètre ↵ faisant varier la trajectoire
des coordonnées q

i

(t) de façon linéaire et infinitésimale. Ainsi, on posera que chaque coordonnée q
i

variera comme q
i

(t,↵) = q
i

(t, 0) + ↵⌘
i

(t), où q
i

(t, 0) = q
i

(t) est la trajectoire qui solutionne (10.39).
Les fonctions ⌘

i

(t) sont finies et arbitraires, mais indépendantes les unes des autres. De plus, elles
doivent être continuellement dérivables jusqu’au deuxième ordre et être nulles aux points de départ
t = t

1

et d’arrivée t = t
2

. La condition d’indépendance des fonctions ⌘
i

(t) revient à demander que les
contraintes appliquées sur le système soient holonomes.

On peut associer la fonction ⌘
i

(t) au principe du déplacement virtuel de la coordonnée q
i

avec:

gq
i

=

@q
i

@↵
g↵ (10.40)

Ainsi, l’action du système devient fonction de ce nouveau paramètre, tel que:

�I =

@I
@↵

�

�

�

�

↵=0

d↵ (10.41)
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Ainsi, on a que :
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X
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i
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dt (10.43)

En intégrant le deuxième terme par parties, on obtient :
ˆ

t2

t1

X

i

@L
@q̇

i
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X

i
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◆
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!

(10.44)

Puisque ⌘
i

(t) est définie comme nulle aux points de départ et d’arrivée, le premier terme du membre de
droite est nul et on trouve :

@I
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t1

X

i
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@L
@q
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✓

@L
@q̇
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◆�

⌘
i
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dt (10.45)

Menant à:

�I =

ˆ
t2

t1

X

i

⇢

@L
@q

i

� d

dt

✓

@L
@q̇

i

◆�

⌘
i

(t)g↵
�

dt (10.46)

Ensuite, on utilise le fait que les ⌘
i

(t) sont indépendants entre eux, en plus du lemme du calcul des
variations: ˆ

x2

x1

M(x)⌘(x)dx = 0 ) M(x) = 0 8 x 2 [x
1

, x
2

] (10.47)

Valide pour n’importe quelle fonction ⌘(x) continue et dérivable jusqu’au second ordre dans l’intervalle
x 2 [x

1

, x
2

]. On en tire directement que (10.39) implique :

d

dt

✓

@L
@q̇

j

◆

� @L
@q

j

= 0 (10.48)

On a donc retrouvé la forme compacte des équations de Lagrange dans le cadre du principe de Hamil-
ton. Les conditions sont les mêmes que dans le cadre du principe d’Alembert, mais exprimées un peu
différemment. On demande que :

• Le système soit monogène, c’est-à-dire que les forces soient dérivables d’un potentiel généralisé
U (q

1

, . . . , q
n

, q̇
1

, . . . , q̇
n

).

• Les contraintes du système soient holonomes, ou intégrables.

10.9 Transformations de Jauge
On peut ajouter au Lagrangien L n’importe quelle fonction f intégrable ne dépendant pas des vitesses
généralisées q̇

i

:

T
jauge

=

df

dt
, où (10.49)

f = f (q
1

, . . . , q
n

, t) , tel que: (10.50)
L0 = L+ T

jauge

(10.51)
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Lorsqu’inséré dans les équations de Lagrange, le nouveau Lagrangien L0 mènera aux mêmes équations
du mouvement.

10.10 Les multiplicateurs de Lagrange
On peut insérer dans les équations de Lagrange un ensemble de m contraintes qui ne sont pas holonomes,
mais qu’on peut écrire sous la forme semi-holonome:

f
l

(q
1

, . . . , q
n

, q̇
1

, . . . , q̇
n

) = 0 (10.52)

qu’on peut réécrire d’une façon alternative:

n

X

i=1

a
li

dq
i

+ a
lt

dt = 0 où l = 1, . . . ,m et a
lk

= a
lk

(q
1

, . . . , q
n

, ts) (10.53)

En termes de déplacements virtuels, ces équations peuvent se réécrire:

n

X

i=1

a
li

gq
i

= 0 (10.54)

Pour éliminer les déplacements virtuels qui ne sont pas indépendants dans (10.55) sans avoir à inté-
grer (10.53) à cause des contraintes semi-holonomes, on doit utiliser la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Par l’équation (10.53), on a aussi que:

m

X

l=1

 

�
l

n

X

i=1

a
li

gq
i

!

= 0 (10.55)

où �
l

(q
1

, . . . , q
n

, t) sont les multiplicateurs de Lagrange. En insérant cette expression nulle dans l’équation
(10.46) et en utilisant (10.40), on obtient:
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t1

X

i
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@q

i
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◆

+

m

X

l=1

�
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a
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#

gq
i

)

dt (10.56)

Or, cette fois les gq
i

sont indépendants, alors on ne peut pas directement tirer de cette équation que
chaque terme de la sommation s’annule identiquement. Cependant, nous avons introduit m multiplica-
teurs de Lagrange qui sont arbitraires. Nous pouvons donc les choisir de façon à ce que chaque terme
de la sommation s’annule. Ainsi, les équations définissant nos multiplicateurs de Lagrange mènent
directement aux nouvelles équations de Lagrange:

d

dt

✓

@L
@q̇

i

◆

� @L
@q

i

=

m

X

l=1

�
l

a
li

(10.57)

Cependant, l’ensemble complet d’équations qui permettra de résoudre le système est composé des équa-
tions (10.57) et des équations de contraintes (10.53).
En comparant les équations (10.57) avec (10.34), on voit qu’on peut directement associer les forces
généralisées aux multiplicateurs de Lagrange:

Q0
j

=

m

X

l=1

�
l

a
li

(10.58)
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qu’on peut réécrire en fonction des contraintes écrites sous la forme (10.52):

Q0
j

=

m

X

l=1

⇢

@f
l

@q
i

� d

dt

✓

@f
l

@q̇
i

◆�

�
l

� d�
l

dt

✓

@f
l

@q̇
i

◆�

(10.59)

— À suivre... —
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Chapter 11

PHY6780 Instrumentation de l’astronomie

11.1 Quantités observables en astronomie
On peut caractériser l’ensemble des observations actuellement possibles en astronomie par la liste suiv-
ante :

• La direction de la radiation incidente.

• Le moment temporel (sur Terre) d’arrivée de la radiation.

• La distribution spectrale d’énergie (ou l’intensité en fonction de la longueur d’onde).

• La polarisation du champ électromagnétique.

• Le degré d’alignement des champs électrique et magnétique.

• La phase du champ électromagnétique associé à la radiation.

• Les particules cosmiques (dont les neutrinos)

• Les ondes gravitationnelles (prévu mais non observé à ce jour)

11.2 Système de magnitudes
En astronomie, on utilise couramment deux systèmes de magnitudes. Celles-ci suivent une échelle
logarithmique, pour des raisons historiques (l’oeil humain présente une réponse logarithmique à un flux
lumineux en unités de longueur d’onde).

11.2.1 Magnitude Véga
La magnitude Véga est la plus couramment utilisée. Son point de référence est le flux de l’étoile Alpha
Lyrae (Véga), qui est posée comme ayant une magnitude de zéro dans toutes les bandes passantes. On
la définit comme:

m
�

= �2.5 log

F
�

F
�0

(11.1)
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Où F
�

est le flux physique de l’étoile et F
�0

le point zéro de magnitude associé à la longueur d’onde �,
défini tel que la magnitude m

�

de Véga soit nulle.
– Insérer ici des tables de point zéro de magnitude –

11.2.2 Magnitude AB

On définit la magnitude AB d’une façon absolue, en utilisant plutôt le flux physique de l’étoile en termes
de fréquence F

⌫

. Ainsi:

m
AB

= �2.5 log F
⌫

+ 8.90 (11.2)

Puisque �c = ⌫ où c est la vitesse de la lumière, on a que:

F
�

=

F
⌫

c

�2

(11.3)

Ainsi, un détecteur qui répond à la distribution de flux en termes de longueur d’onde ne déterminera
pas le même maximum de radiation qu’un détecteur répondant plutôt à la distribution en termes de
fréquence. Cette caractéristique dépendra de la structure du détecteur en question.

11.3 Énergie encerclée
Si on intègre le signal d’une étoile sur le détecteur sur une ouverture circulaire de rayon r, on trouvera
un flux physique S

eff

(r) donné par:

S
eff

(r) = ⌧ · A ·�� · E
e

(r) · S
�

(11.4)

Où ⌧ est la transmission optique totale de l’étoile au CCD, A est la surface collectrice du télescope, ��
est la bande passante du filtre utilisé, E

e

(r) est la fraction du signal incluse dans l’ouverture de rayon r
et S

�

est le flux intrinsèque de l’étoile en termes de longueur d’onde.

Ainsi, le signal sur le détecteur en unités analogue-à-digital sera:

S
eff

= S
ADU

· g (11.5)

Où g est défini comme le gain du détecteur (en électrons par ADU).

11.4 Bruit de photons
Si on approxime une étoile comme une source composée de n atomes ayant chacun une probabilité p
d’émettre un photon dans un intervalle de temps �t et qu’on suppose que les émissions se font de façon
complètement indépendante, la probabilité d’observer x photons dans un même intervalle de temps �t
est donnée par la distribution binomiale:

P
B

(x) = Cn

x

px

(1� p)

n�x ⌘ n!

x!(n� x)!

px

(1� p)

n�x (11.6)
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On définit � comme étant le nombre de photons moyen émis dans un grand nombre de tels intervalles
�t, tel que:

� = p · n (11.7)

Si on suppose que le nombre d’émetteurs n est très grand par rapport à la probabilité d’émission de
chaque émetteur, on a que:

lim

n!1
P

B

(x) = P
P

(x) =

�xe��

x!

(11.8)

Où P
P

(x) est la distribution de Poisson. Celle-ci possède comme propriétés d’avoir une moyenne et
une variance qui valent toutes deux �:

< P
P

(x) >= � (11.9)
�2

P

=< P 2

P

(x) > � < P
P

(x) >2

= � (11.10)

Ainsi, le nombre de photons détecté et la variance de cette mesure seront:

N =< P
P

(x) > �t = ��t (11.11)
�2

N

= �2

P

�t = ��t = N (11.12)

Étant donné que la variance est un opérateur ayant la propiété O(a ·x) = a ·O(x) où a est une constante
et x une distribution. Puisque le signal est directement proportionnel au nombre d’électrons mesuré, on
en tire que le rapport signal sur bruit associé au bruit de photons est:

 

S

B

!

phot

=

N

�
N

=

p
N (11.13)

11.5 Radiation de fond de ciel
En principe, le fond du ciel émet une radiation d’arrière plan représentable par une distribution de
Planck:

F = ⌧ · A ·�� · p2

s

·B
�

(11.14)

Où B
�

est la distribution de Planck en termes de longueurs d’onde et p
s

est l’échelle angulaire d’un
pixel du détecteur projeté sur le ciel. On aura donc une variance de signal donnée par B2

R

telle que:

B2

R

= n
0

· n
pix

· F · t (11.15)

Où t est le temps d’intégration de chaque pose.

11.6 Bruit de lecture
Il existe un bruit caractéristique aux détecteurs, survenant à chaque lecture d’un pixel sur le CCD. On a
donc une variance de signal associée à ce bruit donnée par B2

L

telle que:

B2

L

= n
0

· n
pix

· �2

L

(11.16)

Où n
pix

est le nombre de pixels inclus dans l’ouverture d’intégration de rayon r, n
0

est le nombre de
poses effectuées et �

L

est la déviation standard du signal associée à la lecture d’un pixel par le CCD.
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11.7 Courant sombre
Il existe un courant intrinsèque à un détecteur, dû à l’excitation thermique de ses électrons. La nature
aléatoire de celui-ci amène une variance du signal B2

s

telle que:

B2

s

= n
0

· n
pix

· I
s

· t (11.17)

Où I
s

est le courant sombre.

11.8 Rapport signal sur bruit
Pour un nombre de poses n

0

et un temps d’intégration t, on aura un signal total donné par:

S = S
ADU

· n
0

· t (11.18)

Si on tient alors en compte toutes les sources de bruit, on trouve une variance de signal donnée par B2:

B2

= B2

phot

+ B2

R

+ B2

L

+ B2

s

(11.19)
= n

0

⇥

S
ADU

· t + n
pix

�

F
ADU

· t + I
s

· t + �2

L

�⇤

(11.20)

D’où un rapport de signal sur bruit donné par �:

� ⌘
✓

S

B

◆

= S
ADU

s

n
0

t

S
ADU

+ n
pix

(F
ADU

+ I
s

+ �2

L

/t)
(11.21)

On peut alors isoler S
ADU

dans l’expression précédente, pour en tirer une limite de sensitivité:

S
ADU

=

�

2n
0

t

✓

� ±
q

�2

+ 4n
0

n
pix

t (F
ADU

+ I
s

+ �2

L

/t)

◆

(11.22)

11.9 Cas limite

11.9.1 Limité par le bruit de photons: S
ADU

� n
pix

�

F
ADU

+ I
s

+ �2

L

/t
�

Dans cette limite, on a que:
✓

S

B

◆

lim.phot.

=

p

S
ADU

n
0

t (11.23)

Puisque le signal est proportionnel à la surface collectrice du télescope, on a aussi:
✓

S

B

◆

lim.phot.

= D ·
p

n
0

t (11.24)

où D est le diamètre du télescope.
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11.9.2 Limité par la radiation de fond: F
ADU

�
�

I
s

+ �2

L

/t
�

^ F
ADU

� S
ADU

Dans cette limite, on a que:

✓

S

B

◆

lim.rad.

= S
ADU

s

n
0

t

n
pix

F
ADU

(11.25)

Puisque le signal associé à la radiation de fond est aussi proportionnel à la surface collectrice du téle-
scope, on a que:

✓

S

B

◆

lim.rad.

= D

s

n
0

t

n
pix

(11.26)

Si on a ajusté l’ouverture r pour inclure la moitié d’une largeur caractéristique ✓
s

de la FEP pour obtenir
un rapport signal sur bruit optimal, on aura une ouverture:

⇡r2

= n
pix

p2

s

, où (11.27)

r =

✓
s

2

(11.28)

On en tire:
✓

S

B

◆

lim.rad.

=

S
ADU

✓
s

s

n
0

t

B
�,ADU

(11.29)

11.9.3 Limité par le bruit de lecture: �2

L

/t � (F
ADU

+ I
s

) ^ �2

L

/t � S
ADU

C’est souvent le cas en spectroscopie. On a alors que:
✓

S

B

◆

lim.lec.

=

S
ADU

t

�
L

r

n
0

n
pix

(11.30)

— À suivre... —
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Chapter 12

PHY2345 Outils Théoriques

12.1 Racine d’un nombre complexe
Soit le nombre complexe:

z̃ = x + IIIy (12.1)

— À suivre... —
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Chapter 13

PHY2345 Mécanique Statistique

13.1 Formule de Boltzmann
Il est possible de calculer la population moyenne relative de deux états d’énergie dans un ensemble
statistique de température T à l’aide de la formule de Boltzmann:

n̄
s

n̄
r

=

g
s

g
r

e��(✏

s

�✏

r

), avec

� =

1

kT

où g
r

est le degré de dégénérescence des niveaux quantiques possédant une énergie ✏
r

et k est la con-
stante de Boltzmann.

13.2 Fonctions de partition

13.2.1 Fonction de partition canonique
Pour un ensemble statistique de température T constante dit canonique, donc pouvant échanger libre-
ment de la chaleur avec son environnement, on définit la fonction de partition canonique :

Z =

1
X

r=1

g
r

e��✏

r

En fait, la fonction de partition représente le lien direct entre la description microscopique d’un système
et ses propriétés macroscopiques: C’est là la raison de sa grande importance.

Lorsque l’on connaît ⇣ , la fonction de partition d’une seule particule, on peut en déduire la fonction
de partition d’un système composé de N telles particules indiscernables et n’interagissant pas, avec la
relation:

Z =

⇣N

N !

Dans la limite classique où les fonctions d’ondes des particules n’interagissent pas de façon statistique,
et dans l’approximation où N est un nombre très élevé, on peut écrire:

ln Z = N

✓

1 + ln

⇣

N

◆

(13.1)
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13.2.2 Grande fonction de partition
Pour un ensemble statistique de température T et de potentiel chimique µ constants dit grand canonique,
donc pouvant échanger librement de la chaleur et des particules avec son environnement, on définit la
grande fonction de partition :

Z =

1
X

N=0

⇤
X

{n
r

}

1
Y

r=0

g
r

e��n

r

(✏

r

�µ)

Ici, la deuxième somme se fait sur tous les ensembles d’occupation n
r

possibles, où l’étoile signifie que
ces ensembles sont contraints par la condition:

1
X

r=1

n
r

= N

Pour des fermions dont la fonction d’onde est antisymétrique, les ensembles n
i

doivent respecter une
contrainte supplémentaire: Il ne peut y avoir plus de deux particules dans le même état quantique, ainsi
les n

i

seront soit de valeur nulle ou unité. Pour des bosons cependant, seule la contrainte ci-haut sur le
nombre total de particules doit être respectée.

13.2.3 Fonction de partition astrophysique
On définit souvent une quantité appelée la fonction de partition astrophysique, qu’on utilise générale-
ment dans le cadre des états d’énergie de translation d’un gaz classique :

z =

1
X

r=2

g
r

e��(✏

r

�✏1)

Souvent, on peut faire l’approximation (✏
r

� ✏
1

) ⌧ kT , menant à:

z ⇡ g
1

(13.2)

13.2.4 Lien avec la mécanique classique
Dans un problème classique, on peut relier la fonction de partition au hamiltonien classique H via
l’intégrale de configuration:

Z =

ˆ
· · ·
ˆ

e��H(q1,...,q

N

,p1,...,p

N

)

 

N

Y

i=1

g(q
i

, p
i

)

!

d

3q
1

. . . d3q
N

d

3p
1

. . . d3p
N

où les q
i

et les p
i

sont les coordonnées canoniques du système. La fonction g(q
i

, p
i

) représente la densité
d’états accessibles pour la particule i dans l’invervalle entre les points (q

i

, p
i

) et (q
i

+dq
i

, p
i

+dp
i

) dans
l’espace de phase du système. L’intégrale de configuration revient à faire une somme sur tous les états
du système, mais cette fois de façon continue, puisqu’en mécanique classique, les états quantiques
accessibles au système sont extrêmement denses.
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13.2.5 Lien avec la mécanique quantique
Dans un problème de mécanique quantique, on relie cette fois la fonction de partition du système au
hamiltonien quantique ˆH, qui est cette fois un opérateur appartenant à l’espace d’Hilbert. Dans la
formulation matricielle d’Heisenberg, la fonction de partition sera reliée à la trace du hamiltonien via:

Z = Tr(e��

ˆH
)

Or, pour relier le hamiltonien à la fonction de partition dans la formulation ondulatoire de Schrödinger,
on doit généraliser le concept de la trace à un opérateur dans l’espace d’Hilbert, ce qui donne lieu à
l’expression:

Z =

ˆ 1

�1

ˆ 1

�1
Tr

⇣

e��

ˆH|x, pi hx, p|
⌘

g(x, p)
dx dp

h
=

ˆ 1

�1

ˆ 1

�1
hx, p|e��

ˆH|x, pi g(x, p)
dx dp

h

Ici, |x, pi représente une fonction propre du hamiltonien et hx, p| son conjugué hermitien. On comprend
donc l’importance de la détermination du hamiltonien d’un système quantique ainsi que la résolution de
l’équation de Schrödinger nous permettant d’obtenir ses fonctions propres: Cela nous permet d’obtenir
sa fonction de partition et, à l’aide de celle-ci, toutes les propriétés thermodynamiques du système.

13.3 Propriétés thermodynamiques
La fonction de partition d’un système représente un outil très puissant, nous permettant de calculer
directement plusieurs de ses propriétés:

F = �kT ln Z P = �@F
@V

�

�

�

�

N,T

S = �@F
@T

�

�

�

�

N,V

U = F + TS H = U + PV G = F + PV

µ =

@F

@N

�

�

�

�

V,T

C
V

=

@U

@T

�

�

�

�

V

C
P

=

@H

@T

�

�

�

�

P

↵ = � 1

kT

@F

@N

�

�

�

�

V,T

où F est l’énergie libre de Helmholtz, k la constante de Boltzmann, T la température du système, P
la sa pression, N le nombre de particules dont il est composé, S son entropie, U son énergie interne,
H son enthalpie, G son enthalpie libre ou énergie libre de Gibbs, µ son potentiel chimique„ C

v

sa
capacité massique à volume constant, C

p

sa capacité massique à pression constante et ↵ son paramètre
de dégénérescence.

13.4 Gaz parfait classique et non relativiste
On définit la longueur d’onde de de Broglie, ou longueur d’onde thermique, associée à une particule de
masse m faisant partie d’un ensemble statistique à une température T :

�
t

=

hp
2⇡mkT

(13.3)
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où h est la constante de Planck. On peut voir cette quantité comme la largeur caractéristique associé
au profil de sa fonction d’onde quantique. Ainsi, l’approximation classique, ou l’approximation du gaz
non dégénéré, revient à:

L � �
t

où L représente la plus petite dimension caractéristique de l’ensemble statistique. Attention: Ici, on
utilise le terme gaz non dégénéré dans un nouveau sens, n’ayant rien à voir avec la dégénérescence
quantique de deux états possédant la même énergie. Un gaz respectant la condition ci-haut peut très
bien voir plusieurs de ses états dégénérés sur la même valeur d’énergie.

On définit l’approximation du gaz parfait comme:

E
th

� E
pot

où E
th

est l’énergie thermique des particules et E
pot

leur énergie potentielle d’interaction.

On définit aussi l’approximation du gaz non relativiste comme:

E
repos

� E
th

+ E
pot

, où
E

repos

= mc2

où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

13.4.1 Gaz parfait non dégénéré, monoatomique et non relativiste
En général, on peut décrire l’état un atome faisant partie d’un gaz parfait classique et monoatomique
en cinq volets: Son degré d’excitation électronique, ses état de translation, rotation et vibration, puis
enfin le degré d’excitation de son noyau. On peut alors associer à chacun de ces phénomènes un hamil-
tonien le décrivant, puis relier celui-ci à des fonctions de partition respectives. Dans l’approximation
où cest phénomènes n’interagissent aucunement entre eux, les hamiltoniens sont additifs et on en tire
immédiatement ⇣ , la fonction de partition totale pour une seule particule du système:

⇣ = ⇣
e

⇣
t

⇣
r

⇣
v

⇣
n

où les ⇣
i

décrivent respectivement les phénomènes énumérés plus haut.

On peut évaluer ⇣
t

en approximant le cas présent avec le problème de mécanique quantique d’une
particule dans un puits tridimensionnel de volume V , celui de notre système. On trouvera:

⇣
t

=

V

�3

t

Pour ce faire, on aura dû déterminer la densité d’états par unité de volume dans un intervalle d’impulsion
entre p et p + dp:

g(p)dp =

V

h3

4⇡p2

dp, d’où

g(✏)d✏ =

8⇡Vp
2h3

m3/2

p
✏d✏
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où ✏ représente l’énergie de la particule. Cette quantité ne dépend pas de sa position x, étant donné qu’on
se trouve dans l’approximation du gaz parfait. Elle est reliée à l’aire d’une coquille tri-dimensionelle
dans les trois directions possibles pour l’impulsion, dans l’espace de phase de la particule.
La fonction de partition électronique ⇣

e

pourra être évaluée avec le problème quantique d’un potentiel
central (comme l’atome d’hydrogène dans l’état le plus simple). Ici, on utilisera simplement la définition
de la fonction de partition astrophysique pour écrire:

⇣
e

= ze��✏1

Si on fait l’approximation que notre gaz ne fait pas intervenir des phénomènes extrêmement énergé-
tiques, on peut considérer le noyau atomique comme étant dans son état fondamental, puis écrire sim-
plement:

⇣
n

= 2S
n

+ 1

où S
n

représente le spin nucléaire de la particule.

On en tire la fonction de partition du système, ainsi que ses propriétés thermodynamiques:

Z =

1

N !



V
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t
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(2S
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�

N
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✓
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✓
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C
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— À suivre... —
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Chapter 14

Table d’intégrales
Les constantes d’intégration ont été volontairement omises. On utilise {m, n, p, q, r, s} 2 N, s 6= �1,
p > 1 et n 6= r.

14.1 Formes usuelles
ˆ

xn dx =

1

n + 1

xn+1 pour n 6= �1

ˆ
1

x
dx = ln |x|

ˆ
ex dx = ex

ˆ
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ˆ
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↵ dx =
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2

+
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2
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a

|x|

ˆ
1

�x2

dx =

�

a2xˆ
x2m

�2n+1

dx = � x2m�1

(2n� 1)�2n�1

+

2m� 1

2n� 1

ˆ
x2m�2

�2n�1

dx =

(�1)

n�m

a2(n�m)

n�m�1

X

i=0

{ Cn�m�1

i

2(m + i) + 1

(x/�)2(m+i)+1} .

14.5 Forme � = a + bx
ˆ

1

�x
dx =

1

a
ln

�

�

�

x

�

�

�

�

ˆ
1

�2x
dx =

1

a�
� 1

a2

ln

�

�

�

�

x

�

�

�

ˆ
1

�2x2

dx = � 1

ax
+

b

a2

ln

�

�

�

�

x

�

�

�

ˆ
x

�
dx =

1

b2

(� � a ln |�|)
ˆ

x

�2

dx =

a

b2�
+

1

b2

ln |�|
ˆ

x2

�
dx =

1

2b3

(�2 � 4a� + 2a2

ln |�|)
ˆ

x2

�2

dx =

1

b3

{� � a2

�
� 2a ln |�|}

ˆ
x�2 dx =

b(n + 1)x� a

b2

(n + 1)(n + 2)

�n+1

ˆ
x2

�3

dx =

1

b3

 

ln |�|+ 2a

�
� a2

2�2

! ˆ p
� dx =

2�3
/2

3b
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ˆ
x
p
� dx =

2�3
/2

15b2

(3bx� 2a)

ˆ
xn

p
� dx =

2

(2n + 3)b
{xn�3

/2 � na

ˆ
xn�1

p
� dx}

ˆ
1p
�

dx =

2

p
�

b

ˆ
1p
�x

dx =

1p
a

ln

�

�

�

p
� �pap
� +

p
a

�

�

�

si a > 0

ˆ
1p
�x

dx =

2p
�a

arctan

r

�

�a
si a < 0

ˆ
1p
�xn

dx =

�
p
�

(n� 1)axn�1

� (2n� 3)b

2(n� 1)a

ˆ
1p
�xn�1

dx

ˆ
xp
�

dx =

2

p
�

3b2

(bx� 2a)

ˆ
x2

p
�

dx =

2

p
�

15b3

(8a3

+ 3b2x2 � 4abx)

ˆ
xn

p
�

dx =

2xn

p
�

(2n + 1)b
� 2na

(2n + 1)b

ˆ
xn�1

p
�

dx

ˆ p
�

x
dx = 2

p
� + a

ˆ
1p
�x

dx

ˆ p
�

x2

dx = �
p
�

x
+

b

2

ˆ
1p
�x

dx

ˆ
x

�n

dx =

b(1� n)x� a

b2

(n� 1)(n� 2)�n�1

ˆ
x2

�n

dx =

1

b3

 

� �3�n

n� 3

+

2a�2�n

n� 2

� a2�1�n

n� 1

!

14.6 Fonctions trigonométriquesˆ
sin x dx = � cos x

ˆ
cos x dx = sin x

ˆ
tan x dx = ln | sec x|

ˆ
cot x dx = ln | sin x|

ˆ
sec x dx = ln | sec x + tan x|

ˆ
csc x dx = ln | csc x� cot x|

ˆ
sec x tan x dx = sec x

ˆ
csc x cot x dx = � csc x

ˆ
sin

2 x dx =

x

2

� 1

4

sin 2x

ˆ
cos

2 x dx =

x

2

+

1

4

sin 2x
ˆ

tan

2 x dx = tan x� x

ˆ
cot

2 x dx = � cot x� x
ˆ

sec

2 x dx = tan x

ˆ
csc

2 x dx = � cot x
ˆ

sin

3 x dx = �cos x

3

(2 + sin

2 x)

ˆ
cos

3 x dx =

sin x

3

(2 + cos

2 x)

ˆ
tan

3 x dx =

1

2

tan

2 x + ln | cos x|
ˆ

cot

3 x dx = �1

2

cot

2 x� ln | sin x|
ˆ

sec

3 x dx =

1

2

sec x tan x +

1

2

ln | sec x + tan x|
ˆ

csc

3 x dx = �1

2

csc x cot x +

1

2

ln | csc x� cot x|
ˆ

sin

n x dx =�sin

n�1x cos x

n
+

n� 1

n

ˆ
sin

n�2 x dx

ˆ
cos

n x dx =

cos

n�1 x sin x

n
+

n� 1

n

ˆ
cos

n�2 x dx
ˆ

tan

n x dx =

tan

n�1 x

n� 1

�
ˆ

tan

n�2 x dx

ˆ
cot

n x dx = �cot

n�1 x

n� 1

�
ˆ

cot

n�2 x dx
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ˆ
sec

n x dx =

tan x sec

n�2x

n� 1

+

n� 2

n� 1

ˆ
sec

n�2 x dx

ˆ
csc

n x dx = �cot x csc

n�2 x

n� 1

+

n� 2

n� 1

ˆ
csc

n�2 x dx

ˆ
sin (ax) sin (bx) dx =

sin {(a� b)x}
2(a� b)

� sin {(a + b)x}
2(a + b)

.

ˆ
cos (ax) cos (bx) dx =

sin {(a� b)x}
2(a� b)

+

sin {(a + b)x}
2(a + b)ˆ

sin (ax) cos (bx) dx =

cos {(a� b)x}
2(a� b)

� cos {(a + b)x}
2(a + b)ˆ

x sin x dx = sin x� x cos x

ˆ
x cos x dx = cos x + x sin x

ˆ
xn

sin x dx = �xn

cos x + n

ˆ
xn�1

cos x dx

ˆ
xn

cos x dx = xn

sin x� n

ˆ
xn�1

sin x dx
ˆ

x sin

2 x dx =

x2

4

� x sin (2x)

4

� cos (2x)

8

ˆ
x

2

sin

2

x dx =

x3

6

� sin (2x)

⇣x2

4

� 1

8

⌘

� x cos (2x)

4ˆ
1

sin

p x
dx=

cos x

(1�p) sin

p�1 x
+

p�2

p�1

ˆ
1

sin

p�2 x
dx

ˆ
sin x

x
dx =

1
X

n=0

(�1)

nx2n+1

(2n + 1) · (2n + 1)!

ˆ
sin x

xp

dx = � sin x

(p� 1)xp�1

+

1

p� 1

ˆ
cos x

xp�1

dx

ˆ
1

1± sin x
dx = tan

⇣x

2

⌥ ⇡

4

⌘

ˆ
x

1 + sin x
dx=x tan

⇣x

2

�⇡
4

⌘

+2 ln

�

�

�

cos

⇣x

2

�⇡
4

⌘

�

�

�

ˆ
x

1� sin x
dx=x cot

⇣⇡

4

�x

2

⌘

+2 ln

�

�

�

sin

⇣⇡

4

�x

2

⌘

�

�

�

ˆ
sin x

1± sin x
dx = ±x + tan

⇣⇡

4

⌥ x

2

⌘

ˆ
x

2

cos x dx =

x3

6

+ sin (2x)

⇣

2x2 � 1

4

⌘

+

x cos (2x)

4ˆ
cos x

x
dx = ln |x|+

1
X

p=1

(�1)

px2p

2p · (2p)!

ˆ
cos x

xp

dx = � cos x

(p� 1)xp�1

� 1

p� 1

ˆ
sin x

xp�1

dx

ˆ
1

cos

p x
dx=

sin x

(p�1) cos

p�1 x
+

p�2

p�1

ˆ
1

cos

p�2 x
dx

ˆ
1

1± cos x
dx = ± tan

±1

⇣x

2

⌘

ˆ
x

1 + cos x
dx = x tan

⇣x

2

⌘

+ 2 ln

�

�

�

cos

⇣x

2

⌘

�

�

�

ˆ
x

1� cos x
dx = �x cot

⇣x

2

⌘

+ 2 ln

�

�

�

sin

⇣x

2

⌘

�

�

�

ˆ
cos x

1± cos x
dx = ±x� tan

±1

⇣x

2

⌘

ˆ
1

q tan x + r
dx=

1

q2

+r2

{rx+q ln |q sin x+r cos x|}
ˆ

1

tan x� 1

dx = �x

2

+

1

2

ln | sin x� cos x|
ˆ

tan x

tan x± 1

dx =

x

2

⌥ 1

2

ln | sin x± cos x|
ˆ

1

sec x + 1

dx = x� tan

x

2

ˆ
1

1± cot x
dx =

ˆ
tan x

tan x± 1ˆ
1

cos x± sin x
dx =

p
2

2

ln

�

�

�

tan

⇣x

2

± ⇡

8

⌘

�

�

�

ˆ
1

(cos x± sin x)

2

dx =

1

2

tan

⇣

x⌥ ⇡

4

⌘

ˆ
1

(cos x + sin x)

p

dx =

1

p� 1

{ sin x� cos x

(cos x + sin x)

p�1

}� 2(p� 2)

ˆ
1

(cos x + sin x)

p�2

dx .
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ˆ
cos x

(cos x± sin x)

dx =

x

2

± 1

2

ln | sin x± cos x|
ˆ

sin x

(cos x± sin x)

dx = ±x

2

� 1

2

ln | sin x± cos x|
ˆ

cos x

sin x(1±cos x)

dx=�1

4

tan

±2

⇣x

2

⌘

± 1

2

ln

�

�

�

tan

⇣x

2

⌘

�

�

�

ˆ
1

sin x cos x
dx = ln | tan x|

ˆ
sin x

cos x(1± sin x)

dx =

1

4

tan

⌥2

⇣x

2

+

⇡

4

⌘

± 1

2

ln

�

�

�

tan

⇣x

2

+

⇡

4

⌘

�

�

�

.

ˆ
1

sin x cos

p x
dx =

1

(p� 1) cos

p�1 x
+

ˆ
1

sin x cos

p�2 x
dx

ˆ
1

sin

p x cos x
dx =

1

(1� p) sin

p�1 x
+

ˆ
1

sin

p�2 x cos x
dx

ˆ
sin x

cos

p x
dx =

1

(p� 1) cos

p�1 x

ˆ
sin

2 x

cos x
dx = � sin x + ln

�

�

�

tan

⇣x

2

+

⇡

4

⌘

�

�

�

ˆ
sin

2 x

cos

p x
dx =

sin x

(p� 1) cos

p�1 x
� 1

p� 1

ˆ
1

cos

p�2 x
dx

ˆ
sin

p x

cos x
dx = �sin

p+1 x

p� 1

+

ˆ
sin

p�2 x

cos x
dx

ˆ
sin

n x

cos

p x
dx =

sin

n+1 x

(p� 1) cos

p�1 x
� n� p + 2

p� 1

ˆ
sin

n x

cos

p�2 x
dx .

ˆ
sin

n x

cos

r x
dx = � sin

n�1 x

(n� r) cos

r�1 x
� n� 1

n� r

ˆ
sin

n�2 x

cos

r x
dx

ˆ
sin

p x

cos

n x
dx =

sin

p+1 x

(n� 1) cos

n�1 x
� p� 1

n� 1

ˆ
sin

p�2 x

cos

n�2 x
dx

ˆ
cos x

sin

p x
dx = � 1

(p� 1) sin

p�1 x

ˆ
cos

2 x

sin x
dx = cos x + ln

�

�

�

tan

⇣x

2

⌘

�

�

�

ˆ
cos

2 x

sin

p x
dx = � 1

p� 1

{ cos x

sin

p�1 x
+

ˆ
1

sin

p�2 x
dx}

ˆ
cos

n x

sin

p x
dx = � cos

n+1 x

(p� 1) sin

p�1 x
� n� p� 2

p� 1

ˆ
cos

n x

sin

p�2 x
dx .

ˆ
cos

n x

sin

r x
dx =

cos

n�1 x

(n� r) sin

r�1 x
+

n� 1

n� r

ˆ
cos

n�2 x

sin

r x
dx

ˆ
cos

p x

sin

n x
dx = � cos

p�1 x

(n� 1) sin

n�1 x
� p� 1

n� 1

ˆ
cos

p�2 x

sin

n�2 x
dx

ˆ
sin x tan x dx = ln | sec x + tan x|� sin x

ˆ
tan

p x

sin

2 x
dx =

tan

p�1 x

p� 1ˆ
tan

n x

cos

2 x
dx =

tan

n+1 x

n + 1

ˆ
cot

n x

sin

2 x
dx =

cot

n+1 x

n + 1ˆ
cot

p x

cos

2 x
dx =

cot

p�1 x

1� p
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ˆ
sin

n x cos

m x dx = �sinn�1x cos

m+1 x

n + m
+

n� 1

n + m

ˆ
sin

n�2 x cos

m x dx .

=

sinn+1x cos

m�1 x

n + m
+

m� 1

n + m

ˆ
sin

n x cos

m�2 x dx

14.7 Fonctions trigonométriques réciproquesˆ
arcsin x dx=x arcsin x +

p
1� x2

ˆ
arccos x dx=x arccos x�

p
1� x2

ˆ
arctan x dx = x arctan x� 1/2 ln (1 + x2

)

ˆ
x arcsin x dx =

2x2 � 1

4

arcsin x +

x
p

1� x2

4ˆ
x arccos x dx =

2x2 � 1

4

arccos x� x
p

1� x2

4

ˆ
x arctan x dx =

x2

+ 1

2

arctan x� x

2ˆ
x2

arcsin x dx =

x3

3

arcsin x +

x2

+ 2

9

p
1� x2

ˆ
x2

arccos x dx =

x3

3

arccos x� x2

+ 2

9

p
1� x2

ˆ
x2

arctan x dx =

x3

3

arctan x� x2

6

+

1

6

ln |1 + x2|
ˆ

xn

arcsin x dx=

1

n+1

{xn+1

arcsin x�
ˆ

xn+1

p
1�x2

dx}
ˆ

xn

arccos x dx=

1

n+1

{xn+1

arccos x+

ˆ
xn+1

p
1�x2

dx}
ˆ

xn

arctan x dx=

1

n+1

{xn+1

arctan x�
ˆ

xn+1

1+x2

dx}
ˆ

arccsc x dx = x arccsc x + ln

�

�

�

x + x

r

x2 � 1

x2

�

�

�

ˆ
x arccsc x dx =

x2

2

arccsc x +

x

2

r

x2 � 1

x2ˆ
arcsec x dx = x arcsec x� ln

�

�

�

x + x

r

x2 � 1

x2

�

�

�

ˆ
x arcsec x dx =

x2

2

arcsec x� 1

2

p
x2 � 1

ˆ
xn

arcsec x dx=

1

n+1

{xn+1

arcsec x� 1

n

h

xn�1

p
x2�1+(1�n)

⇣

xn�1

arcsec x+(1�n)

ˆ
xn�2

arcsec x dx
⌘i

} .

ˆ
arccot x dx = x arccot x +

1

2

ln (x2

+ 1)

ˆ
x arccot x dx =

x2

+ 1

2

arccot x +

x

2ˆ
x2

arccot x dx=

x3

3

arccot x+

x2

6

� 1

6

ln (x2

+ 1)

ˆ
x

p

arccot x dx =

xp+1

p + 1

arccot x +

1

p + 1

ˆ
xp+1

x2

+ 1

dx
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14.8 Fonctions hyperboliquesˆ
sinh x dx = cosh x

ˆ
cosh x dx = sinh x

ˆ
tanh x dx = ln (cosh x)

ˆ
sech x dx = arctan (sinh x)

ˆ
csch x dx = ln (tanh x)

ˆ
coth x dx = ln (sinh x)

ˆ
sech

2 x dx = tanh x

ˆ
csch

2 x dx = � coth x
ˆ

sech x tanh x dx = � sech x

ˆ
csch x coth x dx = � csch x

ˆ
x2

cosh x dx = �2x cosh x + (x2

+ 2) sinh x

ˆ
sinh

n

xdx=

sinh

n�1x cosh x

n
�n� 1

n

ˆ
sinh

n�2xdx

ˆ
sinh

l x dx=

sinh

l+1x cosh x

l + 1

� l + 2

l + 1

ˆ
sinh

l+2 x dx

ˆ
cosh

n xdx=

cosh

n�1x sinh x

n
+

n�1

n

ˆ
cosh

n�2xdx

ˆ
cosh

l x dx=

cosh

l+1x sinh x

l + 1

� l + 2

l + 1

ˆ
cosh

l+2 x dx

ˆ
tanh

p x dx = �tanh

p�1 x

p� 1

+

ˆ
tanh

p�2 x dx

ˆ
coth

p

x dx = �coth

p�1 x

p� 1

+

ˆ
coth

p�2 x dx

ˆ
cosh

n

x

sinh

r

x

dx=

cosh

n�1x

(n�r) sinh

r�1x
+

n�1

n�r

ˆ
cosh

n�2x

sinh

rx
dx

ˆ
cosh

n

x

sinh

p

x

dx=

� cosh

n+1x

(p�1) sinh

p�1x
+

n�p+2

p� 1

ˆ
cosh

nx

sinh

p�2x
dx

ˆ
cosh

n

x

sinh

p

x

dx=

� cosh

n�1x

(p�1) sinh

p�1x
+

n�1

p�1

ˆ
cosh

n�2x

sinh

p�2x
dx

ˆ
sinh

n

x

cosh

r

x

dx=

sinh

n�1x

(n�r) cosh

r�1x
+

n�1

n�r

ˆ
sinh

n�2x

cosh

rx
dx

ˆ
sinh

n

x

cosh

p

x

dx=

sinh

n+1x

(p�1) cosh

p�1x
+

n�p+2

p� 1

ˆ
sinh

nx

cosh

p�2x
dx

ˆ
sinh

nx

cosh

px
dx=

� sinh

n�1x

(p�1) cosh

p�1x
+

n�1

p�1

ˆ
sinh

n�2x

cosh

p�2x
dx

ˆ
arcsinh x dx = x arcsinh x�

p
x2

+ 1

ˆ
arccosh x dx = x arccosh x�

p
x2 � 1

ˆ
arctanh x dx = x arctanh x +

1/2 ln |1� x2|

ˆ
arccoth x dx = x arccoth x +

1/2 ln |x2 � 1|
ˆ

arcsech x dx = x arcsech x� arctan

 

x
q

1�x

1+x

x� 1

!

ˆ
arccsch x dx = x arccsch x + ln (x +

p
x2

+ 1)

ˆ
sinh ax sinh bx dx =

a sinh bx cosh ax� b cosh bx sinh ax

a2 � b2

.
ˆ

cosh ax cosh bx dx =

a cosh bx sinh ax� b sinh bx cosh ax

a2 � b2ˆ
cosh ax sinh bx dx =

a sinh bx sinh ax� b cosh bx cosh ax

a2 � b2
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ˆ
sinh (ax + b) sin (cx + d) dx =

a cosh (ax + b) sin (cx + d)� c sinh (ax + b) cos (cx + d)

a2

+ c2

.
ˆ

sinh (ax + b) cos (cx + d) dx =

a cosh (ax + b) cos (cx + d) + c sinh (ax + b) sin (cx + d)

a2

+ c2ˆ
cosh (ax + b) sin (cx + d) dx =

a sinh (ax + b) sin (cx + d)� c cosh (ax + b) cos (cx + d)

a2

+ c2ˆ
cosh (ax + b) cos (cx + d) dx =

a sinh (ax + b) cos (cx + d) + c cosh (ax + b) sin (cx + d)

a2

+ c2

14.9 Forme � = ax2 + bx + c

Avec � = b2 � 4acˆ
1

�
dx =

2p
��

arctan

⇣

2ax + bp
��

⌘

si � > 0

ˆ
1

�
dx = � 2p

�

arctanh

⇣

2ax + bp
�

⌘

si � < 0

ˆ
1

�
dx = � 2

2ax + b
si � = 0

ˆ
x

�
dx =

1

2a
ln |�|� b

2a

ˆ
1

�
dx

ˆ
1

x�
dx =

1

2c
ln

�

�

�

x2

�

�

�

�

� b

2c

ˆ
1

�
dx

ˆ
1

�n

dx =

2ax + b

(1� n)��n�1

+

2a(2n� 3)

(1� n)�

ˆ
1

�n�1

dx

ˆ
1p
�

dx =

ln

�

�

2

p
a� + 2ax + b

�

�

p
a

si a > 0

ˆ
1

x
p
�

dx = � 1p
c

ln

⇣

2

p
c� + bx + 2c

x

⌘

=

1p
a

arcsinh

⇣

2ax + bp
��

⌘

si a > 0,� < 0

ˆ
1p
�3

dx = �2b + 4ax

�

p
�

=

ln

�

�

2ax + b
�

�

p
a

si a > 0,� = 0

ˆ
1p
�5

dx = �2b + 4ax

3�

p
�

 

1

�
� 8a

�

!

= � 1p
�a

arcsinh

⇣

2ax + bp
�

⌘

si a < 0,� > 0

ˆ
1p
�2n+1

dx =

2

�(1� 2n)

 

2ax + bp
�2n�1

+ 4a(n� 1)

ˆ
1p
�2n�1

dx

!

.

ˆ
xp
�

dx =

p
�

a
� b

2a

ˆ
1p
�

dx

ˆ
xp
�3

dx =

2bx + 4c

�

p
�ˆ

xp
�2n+1

dx = � 1

a(2n� 1)

p
�2n�1

� b

2a

ˆ
1p
�2n+1

dx .

14.10 Formes exponentielles
ˆ

eax dx =

eax

a

ˆ
xeax dx =

ax� 1

a2

eax

ˆ
x2eax dx =

 

x2

a
� ax

a2

+

2

a3

!

eax

ˆ
xneax dx =

xn

a
eax � n

a

ˆ
xn�1eax dx
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ˆ
eax

sin(bx) dx =

a sin(bx)� b cos(bx)

a2

+ b2

eax .
ˆ

eax

cos(bx) dx =

a cos(bx) + b sin(bx)

a2

+ b2

eax

ˆ
eax

sin

n x dx =

a sin x� n cos x

a2

+ n2

eax

sin

n�1 x +

n(n� 1)

a2

+ n2

ˆ
eax

sin

n�2 x dx
ˆ

eax

cos

n x dx =

a cos x + n sin x

a2

+ n2

eax

cos

n�1 x +

n(n� 1)

a2

+ n2

ˆ
eax

cos

n�2 x dx
ˆ

bax dx =

bax

a ln b
, b 6= 1

ˆ
eax

x
dx = ln |x|+

1
X

n�1

(ax)

n

n · n!

ˆ
eax

xp

dx = � eax

(p� 1)xp�1

+

a

p� 1

ˆ
eax

xp�1

dx

ˆ
eax

ln x dx =

eax

a
ln |x|� E

i

(ax) (voir 14.10.1)
ˆ

xeax

2
dx =

eax

2

2a

ˆ
e�ax

2
dx =

r

⇡

4a
erf(x

p
a) (voir 17.9)

ˆ
xe�ax

2
dx = �e�ax

2

2a

ˆ
e�(x�b)

2
/2�

2

p
2⇡�

dx =

1

2

"

1 + erf

⇣x� b

�
p

2

⌘

#

14.10.1 Fonction intégrale exponentielle E
i

(x)

La fonction intégrale exponentielle est définie comme suit :

E
i

(x) = �
ˆ 1

�x

e�t

t
dt si x < 0 (14.1)

E
i

(x) = � lim

"!0

+

" ˆ �"

�x

et

t
dt +

ˆ 1

"

et

t
dt

#

si x > 0 (14.2)

On a les valeurs :

E
i

(�1) = �0.219 383 934 395 520 273 665 . . . (14.3)
E

i

(1) = 1.895 117 816 355 936 755 478 . . . (14.4)

14.11 Formes logarithmiques
ˆ

ln ax dx = x ln ax� x

ˆ
xn

ln x dx =

(n + 1) ln x� 1

(n + 1)

2

xn+1

ˆ
1

x ln x
dx = ln | ln x|

ˆ
ln

2 x dx = x ln

2 x� 2x ln x + 2x

ˆ
ln

n x dx = x
n

X

k=0

(�1)

kn! ln

n�k x

(n� k)!

ˆ
1

ln x
dx = ln | ln x|+ ln x +

1
X

k=2

ln

k x

k · k!

ˆ
1

xn

ln x
dx = ln | ln x|+

1
X

k=1

(1� n)

k

ln

k x

k · k!

ˆ
1

ln

p x
dx = � x

(p� 1) ln

p�1 x
+

1

p� 1

ˆ
1

ln

p�1 x
dx
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ˆ
xs

ln

n x dx =

xs+1

ln

n x

s + 1

� n

s + 1

ˆ
xs

ln

n�1 x dx

ˆ
ln

s x

x
dx =

ln

s+1 x

s + 1ˆ
ln x

x
dx =

1/2 ln

2 x

ˆ
ln x

xp

dx = � ln x

(p� 1)xp�1

� 1

(p� 1)

2xp�1

ˆ
ln

n x

xp

dx = � ln

n x

(p� 1)xp�1

� n

p� 1

ˆ
ln

n�1 x

xp

dx

ˆ
xn

ln

p x
dx = � xn+1

(p� 1) ln

p�1 x
+

n + 1

p� 1

ˆ
xn

ln

p�1 xˆ
1

x ln

p x
dx = � 1

(n� 1) ln

n�1 x

ˆ
ln(a

2
+ b

2
) dx = x ln(x2

+ a2

)� 2x + 2a arctan(

x/a)

ˆ
x ln(x2

+ a2

)

x2

+ ax

dx =

1/4 ln

2

(x2

+ a2

)

ˆ
sin(ln x) dx =

x

2

h

sin(ln x)� cos(ln x)

i

ˆ
cos(ln x) dx =

x

2

h

sin(ln x) + cos(ln x)

i

ˆ
ex

(x ln x� x� 1/x) dx = ex

(x ln x� x� ln x)

ˆ
1

ex

 

1

x
� ln x

!

dx =

ln x

ex

ˆ
ex

 

1

ln x
� 1

x ln

2 x

!

dx =

ex

ln x
ˆ

ln(x+

p
x2±1) dx=x ln(x+

p
x2±1)�

p
x2±1

ˆ
ln(xs

+

p
x2±1) dx=

xs+1

s+1

ln(x+

p
x2±1)� 1

s+1

ˆ
xs+1

p
x2±1

dx .

14.12 Intégrales définies

ˆ 1

0

xne�ax

2
dx =

�

�

n+1

2

�

2a(n+1)/2

si n > �1, a > 0 .

=

(n� 1)!!

2

(n+2)/2an/2

r

⇡

a
si n pair, a > 0

= 0 si n impair
ˆ 1

0

e�ax

2
dx =

1

2

r

⇡

a
si a > 0

ˆ 1

�1
e�a(x�b)

2
dx = 0

ˆ 1

�1
e�ax

2
e�2bx dx =

r

⇡

a
eb

2
/a si a > 0

ˆ 1

�1
e�(ax

2
+bx+c) dx =

r

⇡

a
exp

⇣b2 � 4ac

2a

⌘

ˆ 1

�1
x2e�ax

2
dx =

1

2

r

⇡

a3

si a > 0

ˆ
a

�a

sin x dx = 0

ˆ
a

�a

cos x dx = 2

ˆ
a

0

cos x dx

ˆ
1

0

cos ax dx = sinc a

ˆ
axb1�x dx =

a� b

ln a� ln b
si a, b > 0

ˆ 1

0

e�ax

sin(bx) dx =

b

a2

+ b2

si a > 0

ˆ 1

0

e�ax

cos(bx) dx =

a

a2

+ b2

si a > 0

ˆ 1

0

xe�ax

sin(bx) dx =

2ab

(a2

+ b2

)

2

si a > 0
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ˆ 1

0

xe�ax

cos(bx) dx =

a2 � b2

(a2

+ b2

)

2

si a > 0

ˆ 1

0

e�ax

2
cos

⇥

b(x + c)
⇤

dx =

1

2

r

⇡

a
e�b

2
/(4a)

cos(bc)
ˆ 1

0

ex cos ✓ dx = 2⇡I
0

�

x
�

(Voir 17.35)
ˆ 1

0

ex cos ✓+y sin ✓ dx = 2⇡I
0

�

p

x2

+ y2

�

(Voir 17.35)

ˆ 1

0

x2

cosh(ax)

dx =

⇡3

8a3

ˆ 1

0

1

1 + x2n

dx =

⇡

2n
csc

⇣ ⇡

2n

⌘

ˆ
a/2

�a/2

x2

sin

2

⇣n⇡x

a

⌘

dx =

a3

(n2⇡2 � 6)

24n2⇡2

si n pair
ˆ

a/2

�a/2

x2

cos

2

⇣n⇡x

a

⌘

dx =

a3

(n2⇡2 � 6)

24n2⇡2

si n impair

ˆ 1

0

x3

ex � 1

dx =

⇡4

15

14.13 Autres formes

ˆ
1

x2

n

+ 1

dx =

2

n�1
X

k=1

{
2 sin�

n

arctan

⇥

(x� cos�
n

) csc�
n

⇤

� cos�
n

ln

�

�x2 � 2x cos�
n

+ 1

�

�

2

n

}

où �
n

=

(2k � 1)⇡

2

nˆ
x  m dx =

m

X

n=0

(�1)

n

(n + 1)

n+1

n!

�(n + 1,� ln x) +

1
X

n=m+1

(�1)

na
m,n

�(n + 1,� ln x)

valable si x > 0 avec a
m,n

=

(

1 si n = 0

1

n!

si m = 1

1

n

P

n

j=1

ja
m,n�j

a
m�1,j�1

sinon
ˆ

ex

2
dx = ex

2

 

n�1

X

j=0

D
2j

x2j+1

!

+ (2n� 1)D
2n�2

ˆ
ex

2

x2n

dx si n > 0

où D
2n

=

(2n)!

n!2

2n+1
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Chapter 15

Constantes et unités

15.1 Constantes
En unités SI :

Symbole Valeur Unités Description

N
A

6.022 141 79(30) · 10

23 mol�1 Nombre d’Avogadro.
R 8.314 472(15) J/Kmol Constante des gaz parfaits.
c 2.997 924 58 · 10

8 m/s Vitesse de la lumière.
h 6.626 068 96(33) · 10

�34 Js Constante de Planck.
~ 1.054 571 628(53) · 10

�34 Js Constante de Dirac.
m

P

2.176 44(11) · 10

�8 kg Masse de Planck.
l
P

1.616 252(81) · 10

�35 m Longueur de Planck.
t

P

5.391 24(27) · 10

�44 s Temps de Planck.
q

P

1.875 545 870(47) · 10

�18 C Charge de Planck.
⇥

P

1.416 785(71) · 10

32 K Température de Planck.
G 6.674(28) · 10

�11 Nm2/kg2 Constante de gravitation.
m

e

9.109 382 15(45) · 10

�31 kg Masse de l’électron.
m

p

1.672 621 637(83) · 10

�27 kg Masse du proton.
e 1.602 176 487(40) · 10

�19 C Charge élémentaire.
k

B

1.380 6504(24) · 10

�23 J/K Constante de Boltzmann.
✏0 8.854 1878(17) · 10

�12 F/m Permittivité du vide.
µ0 4⇡ · 10

�7 H/m Perméabilité du vide.
R

d

1.097 373 156 8525(73) · 10

7 m�1 Constante de Rydberg.
R

B

5.291 77 · 10

�11 m Rayon de Bohr.
↵ 7.297 352 570(5) · 10

�3 ⇡ 1/137 � Constante de structure fine.
↵

G

1.752 · 10

�45 � Constante de couplage gravitationnel.
Z0 377.730 313 461(77) ⌦ Impédance du vide
� 5.670 400(40) · 10

�8 W/m2K4 Constante de Stefan-Boltzmann.
u 1.660 538 782(83) · 10

�27 kg Masse atomique unitaire.
g 9.806 65 m/s2 Accélération gravitationnelle.
µ

B

e~/(2m
e

) = 9.274 009 15(23) · 10

�24 J/T Magnéton de Bohr.

On définit les conditions standard STP comme 0°C, 1.0 atm ⌘ 273.15 K, 101.34 kPa.
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En unités CGS ESU (ElectroStatic Units) :

Symbole Valeur Unités Description

R 83 144 720 erg/Kmol Constante des gaz parfaits.
c 2.997 924 58 · 10

10 cm/s Vitesse de la lumière.
h 6.626 068 96(33) · 10

�27 erg s Constante de Planck.
~ 1.054 571 628(53) · 10

�27 erg s Constante de Dirac.
m

P

2.176 44(11) · 10

�5 g Masse de Planck.
l
P

1.616 252(81) · 10

�33 cm Longueur de Planck.
q

P

5.622 745 0(66) · 10

�9 statC Charge de Planck.
G 6.674(28) · 10

�8 dyn cm2/g2 Constante de gravitation.
m

e

9.109 382 15(45) · 10

�28 g Masse de l’électron.
m

p

1.672 621 637(83) · 10

�24 g Masse du proton.
e 4.803 204 27(12) · 10

�10 statC Charge élémentaire.
k

B

1.380 650 4(24) · 10

�16 erg/K Constante de Boltzmann.
✏0 1 statF/cm Permittivité du vide.
µ0 c�2

= 1.112 650 06 · 10

�21 statH/cm Perméabilité du vide.
R

d

1.097 373 156 8525(73) · 10

5 cm�1 Constante de Rydberg.
R

B

5.291 77 · 10

�9 cm Rayon de Bohr.
Z0 4.202 816 54 stat⌦ Impédance du vide
� 0.567 040 0(40) erg/cm2K4 Constante de Stefan-Boltzmann.
u 1.660 538 782(83) · 10

�24 g Masse atomique unitaire.
g 980.665 cm/s2 Accélération gravitationnelle.
µ

B

e~/(2m
e

) = 2.780 278(00) · 10

�10 statA/cm2 Magnéton de Bohr.

On a aussi les relations suivantes (en unités SI) :

R = k
B

N
A

(15.1)

~ =

h

2⇡
(15.2)

R
d

=

m
e

e4

8✏2
0
h3c

(15.3)

↵ =

µ0e
2c

2h
=

e2

4⇡✏0~c
(15.4)

↵
G

=

Gm2

e

~c
=

m2

e

m2

P

(15.5)

Z0 =

r

µ
0

✏
0

(15.6)

� =

⇡2k4

B

60c2~3

(15.7)

m
P

=

r

~c

G
(15.8)

l
P

=

r

~G

c3

(15.9)

t
P

=

r

~G

c5

(15.10)

q
P

=

p

4⇡✏0~c (15.11)

⇥

P

=

s

~c5

Gk2

B

(15.12)
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15.2 Facteurs d’échelle

Y = 10

24 : yotta
Z = 10

21 : zetta
E = 10

18 : exa
P = 10

15 : peta
T = 10

12 : tera
G = 10

9 : giga
M = 10

6 : mega
k = 10

3 : kilo
h = 10

2 : hecto
da = 10

1 : deca

d = 10

�1 : deci
c = 10

�2 : centi
m = 10

�3 : milli
µ = 10

�6 : micro
n = 10

�9 : nano
p = 10

�12 : pico
f = 10

�15 : femto
a = 10

�18 : atto
z = 10

�21 : zepto
y = 10

�24 : yocto

15.3 Relations entre les unités du SI
Les unités fondamentales du SI sont : A (ampère [Courant Électrique]), s (seconde [Temps]), kg (kilo-
gramme [Masse]), m (mètre [Longueur]), K (Kelvin [Température]), mol (mole [Quantité de Partic-
ules]) et cd (candela [Intensité Lumineuse]).

Hz = s�1 : Hertz [Fréquence]

rad =

m

m
: Radian [Angle]

sr =

m2

m2

: Steradian [Angle Solide]

N =

kg ·m
s2

: Newton [Force]

Pa =

kg

m · s2

: Pascal [Pression]

J =

kg ·m2

s2

: Joule [Énergie]

W =

kg ·m2

s3

: Watt [Puissance]

C = A · s : Coulomb [Charge]

V =

kg ·m2

A · s3

: Volt [Force Électromotrice]

F =

A2 · s4

m2 · kg
: Farad [Capacitance]

⌦ =

kg ·m2

A2 · s3

: Ohm [Impédance]

S = ⌦

�1 : Siemens [Conductance]

Wb =

kg ·m2

A · s2

: Weber [Flux Magnétique]

T =

kg

A · s2

: Tesla [Champ Magnétique]

H =

kg ·m2

A2 · s2

: Henry [Inductance]

°C = K � 273.15 : Degrés Celsius [Température]
lm = cd · sr : Lumen [Flux Lumineux]

lx =

cd · sr
m2

: Lux [Illuminance]

Bq = s�1 : Becquerel [Radioactivité]

Gy =

m2

s2

: Gray [Radiation Absorbée]

kat =

mol

s
: Katal [Activité Catalytique]
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15.4 Facteurs de conversion
1 Å = 10

�10 m
1 u.a. = 1.496 · 10

11 m
1 pied = 0.3048 m
1 pouce = 0.0254 m
1 année lumière = 9.460 730 472 5808 · 10

15 m
1 parsec = 3.085 677 82 · 10

16 m
1 litre = 0.001 m3

1 rad = 180°/⇡
1 minute d’arc = 1°/60

1 seconde d’arc = 1°/3600

1 u.m.a. = 1.660540 · 10

�27 kg = 931.494 MeV
1 u. de temps atomique = 2.418 884 254 · 10

�17 s
1 an = 31 536 000 s
1 km/h = 0.277 7778 m/s
1 Mach = 331 m/s
1 dyn = 10

�5 N
1 Livre = 4.448 230 531 N

1 atm = 101.325kPa
1 bar = 10

5Pa
1 Torr = 1 mmHg = 133.3224 Pa
1 eV = 1.602 · 10

�19 J
1 erg = 10

�7 J
1 Calorie = 4.1868 J
1 kWh = 3.6 · 10

6 J
1 Horsepower = 735.498 75 W
1 Gauss = 10

�4 T
1 Faraday = 9.648 533 83 · 10

4 C
1 abVolt = ·10

�8 V
1 statVolt = 299.792 458 V
1 Poise [Viscosité Dynamique] = 0.1 Pa·s
1 Stokes [Viscosité Cinématique] = ·10

�4 m2/s
1 °Rankine = 9/5 °Kelvin
1 °Fahrenheit = 9/5 °Kelvin� 459.67

1 Rutherford = 10

6 Bq
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Chapter 16

PHY2701 Astronomie et Astrophysique

16.1 Constantes astronomiques

SI Autre

Objet Symbole Valeur Unités Valeur Unités Description

R 2.43(97) · 10

6 m 0.3829 R& Rayon Moyen.
M 3.3022 · 10

23 kg 0.055 M& Masse.
a 5.79091 · 10

10 m 0.387 098 U.A. Axe Semi-Majeur.
' Mercure e 0.205 630 � � � Eccentricité.

v 47.87 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 7.005° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 48.331° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 29.124° � � � Argument du Périastre.
T 87.9691 j 0.240 846 a Période Orbitale.

R 6.05(18) · 10

6 m 0.9499 R& Rayon Moyen.
M 4.8685 · 10

24 kg 0.815 M& Masse.
a 1.082 0893 · 10

11 m 0.723 332 U.A. Axe Semi-Majeur.
⇡ Vénus e 0.0068 � � � Eccentricité.

v 35.02 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 3.394 71° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 76.670 69° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 54.852 29° � � � Argument du Périastre.
T 224.700 69 j 0.615 1970 a Période Orbitale.

R 6.371 · 10

6 m � � Rayon Moyen.
M 5.9736 · 10

24 kg � � Masse.
a 1.495 978 875 · 10

11 m 1.000 000 1124 U.A. Axe Semi-Majeur.
& Terre e 0.016 710 219 � � � Eccentricité.

v 29.783 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 1.578 694° � � � Incl. p.r. au Plan Invariant.
◆ 348.739 36° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 114.207 83° � � � Argument du Périastre.
T 365.256 366 j 1.000 0175 a Période Orbitale.
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SI Autre

Objet Symbole Valeur Unités Valeur Unités Description

R 3.39(62) · 10

6 m 0.533 R& Rayon Équatorial.
M 6.4185 · 10

23 kg 0.107 M& Masse.
a 2.279 391 00 · 10

11 m 1.523 679 U.A. Axe Semi-Majeur.
⇢ Mars e 0.093 315 � � � Eccentricité.

v 24.077 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 1.850° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 49.562° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 286.537° � � � Argument du Périastre.
T 686.971 j 1.8808 a Période Orbitale.

R 4.8(73) · 10

3 m 0.076 40 R& Rayon Équatorial.
M 9.43 · 10

20 kg 0.000 158 M& Masse.
a 4.138 325 87 · 10

11 m 2.7663 U.A. Axe Semi-Majeur.

Ceres e 0.079 34 � � � Eccentricité.
v 17.882 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 10.585° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 80.399° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 72.825° � � � Argument du Périastre.
T 1, 680.5 j 4.60 a Période Orbitale.

R 7.149(2) · 10

7 m 11.209 R& Rayon Équatorial.
M 1.8986 · 10

27 kg 317.8 M& Masse.
a 7.785 472 00 · 10

11 m 5.204 267 U.A. Axe Semi-Majeur.
X Jupiter e 0.048 775 � � � Eccentricité.

v 13.07 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 1.305° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 100.492° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 275.066° � � � Argument du Périastre.
T 4, 331.572 j 11.859 20 a Période Orbitale.

R 6.026(8) · 10

7 m 9.4492 R& Rayon Équatorial.
M 5.6846 · 10

26 kg 95.152 M& Masse.
a 1.433 449 370 · 10

12 m 9.582 017 20 U.A. Axe Semi-Majeur.
Y Saturne e 0.055 723 219 � � � Eccentricité.

v 9.69 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 2.485 240° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 113.642 811° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 336.013 862° � � � Argument du Périastre.
T 10, 832.327 j 29.657 296 a Période Orbitale.
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SI Autre

Objet Symbole Valeur Unités Valeur Unités Description

R 2.555(9) · 10

7 m 4.007 R& Rayon Équatorial.
M 8.68(10) · 10

25 kg 14.536 M& Masse.
a 2.876 678 082 · 10

12 m 19.229 411 95 U.A. Axe Semi-Majeur.
Z Uranus e 0.044 405 586 � � � Eccentricité.

v 6.81 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 0.772 556° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 73.989 821° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 96.541 318° � � � Argument du Périastre.
T 30, 799.095 j 84.323 326 a Période Orbitale.

R 2.47(64) · 10

7 m 3.883 R& Rayon Équatorial.
M 1.0243 · 10

26 kg 3.829 M& Masse.
a 4.503 443 661 · 10

12 m 30.103 661 51 U.A. Axe Semi-Majeur.
[ Neptune e 0.011 214 269 � � � Eccentricité.

v 5.43 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 1.767 975° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 131.794 310° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 265.646 853° � � � Argument du Périastre.
T 60, 190 j 164.79 a Période Orbitale.

R 1.151 · 10

6 m 0.18 R& Rayon Équatorial.
M 1.30(5) · 10

22 kg 0.0021 M& Masse.
a 5.906 376 272 · 10

12 m 39.481 686 77 U.A. Axe Semi-Majeur.
\ Pluton e 0.248 807 66 � � � Eccentricité.

v 4.666 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 17.141 75° � � � Inclinaison Écliptique.
◆ 110.303 47° � � � longitude du Noeud Ascendant.
! 113.763 29° � � � Argument du Périastre.
T 90, 613.305 j 248.09 a Période Orbitale.

R 1.73710 · 10

6 m 0.273 R& Rayon Équatorial.
M 7.3477 · 10

22 kg 0.0123 M& Masse.
a 3.843 99 · 10

8 m 0.002 57 U.A. Axe Semi-Majeur.
$ Lune e 0.0549 � � � Eccentricité.

v 1.022 km/s � � Vitesse Orbitale Moyenne.
i 5.145° � � � Inclinaison Écliptique.
T 27.321 582 j � � Période Orbitale.

R 6.96 · 10

8 m 109 R& Rayon Équatorial.
� Soleil M 1.9891 · 10

30 kg 332 946 M& Masse.
L 3.846 · 10

26 W 3.75 · 10

28 lm Luminosité.
T

eff

5 778 K � � Température Effective.
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Chapter 17

Identités et utilités mathématiques

17.1 Géométrie
17.1.1 Sphère

Son volume est :

V =

4⇡R3

3

(17.1)

où R est son rayon. Sa surface est :

S = 4⇡R2 (17.2)

17.1.2 Cylindre

Son volume est :

V = ⇡R2h (17.3)

où R est le rayon de sa base et h sa hauteur. Sa
surface est :

S = ⇡R(2h + R) (17.4)

17.1.3 Disque
Sa surface est :

S = ⇡R2 (17.5)

où R est son rayon. Sa circonférence est :

C = 2⇡R (17.6)

17.1.4 Cône
Son volume est :

V =

h⇡R2

3

(17.7)

où R est le rayon de sa base et h sa hauteur. Sa
surface est : Son volume est :

S = ⇡R(R +

p
h2

+ R2

) (17.8)

Le centre de masse d’un cône se trouve au 1/4 de h
par rapport à la base.
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17.2 Complétion de carré
On doit exiger la forme canonique pour déduire les constantes k

1

et k
2

:

Ax2

+ Bx + C = A(x + k
1

)

2

+ k
2

(17.9)

On en tire :

k
1

=

B

2A
(17.10)

k
2

= C � B2

4A
(17.11)

17.3 Racines du second degré
La solution à une équation du second degré de la forme Ax2

+ Bx + C = 0 peut s’écrire :

x± =

�B ±
p
�

2A
où � = B2 � 4AC (17.12)

On a une seule racine réelle double si � = 0 et on a deux solutions complexes si � < 0.

17.4 Racines du troisième degré : Méthode de Cardan
La méthode de Cardan permet de résoudre toutes les équations du troisième degré :

ax3

+ bx2

+ cx + d = 0 (17.13)

qu’on peut réécrire :

z3

+ pz + q = 0 (17.14)

Avec :

x = z � b

3a
(17.15)

p = � b2

3a2

+

c

a
(17.16)

q =

b

27a

⇣

2b2

a2

� 9c

a

⌘

+

d

a
(17.17)

On calcule le discriminant de (17.14):

� = p2

+

4q3

27

(17.18)
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17.4.1 Cas où � > 0

On a une solution réelle et deux complexes :

z
1

= ⇠
(+)

+ ⇠
(�)

(17.19)

z
2

=

˜j⇠
(+)

+

˜j⇤⇠
(�)

(17.20)

z
3

=

˜j2⇠
(+)

+ (

˜j2

)

⇤⇠
(�)

(17.21)

(17.22)

Avec :

⇠
(±)

=

3

s

�q ±
p
�

2

(17.23)

˜j = e
2i⇡

3
=

�1 + i
p

3

2

(17.24)

(17.25)

17.4.2 Cas où � = 0

On a deux solutions réelles dont une double :

z
1

=

3q

p
(17.26)

z
2

= z
3

= �3q

2p
(17.27)

(17.28)

17.4.3 Cas où � < 0

On a trois solutions réelles :

z
1

=

˜⇠ +

˜⇠⇤ (17.29)

z
2

=

˜j ˜⇠ + (

˜j ˜⇠)⇤ (17.30)

z
3

=

˜j2

˜⇠ + (

˜j2

˜⇠)⇤ (17.31)

(17.32)

Avec :

˜⇠ =

3

s

�q + i
p
��

2

(17.33)

˜j = e
2i⇡

3
=

�1 + i
p

3

2

(17.34)

(17.35)
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17.5 Racines d’un degré quelconque : Méthode de Sotta
La méthode de Sotta permet de résoudre un ensemble particulier d’équations de degré n. On considère
:

a
n

xn

+ a
n�1

xn�1

+ . . . + a
1

x + a
0

= 0 (17.36)

On définira à partir de (17.36) l’équation résolvante de Sotta :

↵(n� 1)(n� 2)⇠2

+ 2�(n� 1)⇠ + 2� = 0 où : (17.37)

↵ = 2na
n

a
n�2

� (n� 1)a2

n�1

: (17.38)

� = 3na
n

a
n�3

� (n� 2)a
n�1

a
n�2

: (17.39)

� = 3(n� 1)a
n�1

a
n�3

� 2(n� 2)a2

n�2

(17.40)

(17.41)

La méthode de Sotta ne s’appliquera que si (17.37) existe et n’admet aucune racine nulle, ce qui sera le
cas si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

↵ 6= 0 (17.42)

� 6= 0 (17.43)

La méthode de Sotta exige aussi que les racines de (17.36) puissent s’écrire de la forme :

x
k

=

A n

p
B � C n

p
D

E n

p
B � F n

p
D

(17.44)

Ce qui est possible seulement si ces (n�3) équations sont satisfaites pour tout i entre i = 0 et i = n�4

inclusivement :

⇣2

1

⇣
4

� ⇣
0

⇣
2

⇣
4

+ ⇣3

2

� ⇣
1

⇣
2

⇣
3

+ ⇣
0

⇣2

3

= 0 où : (17.45)

⇣
m

= (i + m)!(n� i�m)!a
i+m

(17.46)

Alors, on solutionne l’équation résolvante de Sotta avec (17.12) pour obtenir ⇠
(±)

et on en tire directe-
ment les racines de (17.36) :

x
k

=

⇠
(+)

e
2ki⇡

n

n

p
'� ⇠

(�)

n

p
 

e
2ki⇡

n

n

p
'� n

p
 

où 0  k  n� 1 et : (17.47)

' = a
n�1

+ n⇠
(�)

a
n

: (17.48)

 = a
n�1

+ n⇠
(+)

a
n

(17.49)

17.5.1 Application aux racines du troisième degré
Soit :

a
3

x3

+ a
2

x2

+ a
1

x + a
0

= 0 (17.50)
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Alors, les conditions (17.42) s’écrivent :

3a
3

a
1

� a2

2

6= 0 (17.51)

3a
0

a
2

� a2

1

6= 0 (17.52)

La condition (17.45) est toujours respectée pour le troisième degré.

Cas où (17.51) et (17.52) sont satisfaites

On trouve la résolvante de Sotta :

(3a
3

a
1

� a2

2

)�2

+ (9a
3

a
0

� a
2

a
1

)�+ (3a
0

a
2

� a2

1

) = 0 (17.53)

On résoud celle-ci, puis on utilise (17.47).

Cas où (17.51) n’est pas satisfaite

• On multiplie par 3a
1

a
2

tous les termes de (17.50).

• On utilise (17.51) pour éliminer a
3

.

• On remet l’équation sous la forme (a
2

x + a
1

)

3

= a3

1

� 3a
0

a
1

a
2

On en tire :

x
1

=

3
p

a3

1

� 3a
0

a
1

a
2

� a
1

a
2

(17.54)

x
2

=

e
2i⇡

3
3
p

a3

1

� 3a
0

a
1

a
2

� a
1

a
2

(17.55)

x
3

=

e
4i⇡

3
3
p

a3

1

� 3a
0

a
1

a
2

� a
1

a
2

(17.56)

(17.57)

Cas où (17.52) n’est pas satisfaite

• On multiplie par 3a
1

a
2

tous les termes de (17.50).

• On utilise (17.52) pour éliminer a
0

.

• On remet l’équation sous la forme (a
1

x�1

+ a
2

)

3

= a3

2

� 3a
1

a
2

a
3

On en tire :

x
1

=

a
1

3
p

a3

2

� 3a
1

a
2

a
3

� a
2

(17.58)

x
2

=

a
1

e
2i⇡

3
3
p

a3

2

� 3a
1

a
2

a
3

� a
2

(17.59)

x
3

=

a
1

e
4i⇡

3
3
p

a3

2

� 3a
1

a
2

a
3

� a
2

(17.60)
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17.6 Identités trigonométriques

17.6.1 Identités de base

(a) Fonctions trigonométriques. (b) Points sur le cercle unitaire.

Figure 17.1: Relations entre les fonctions trigonométriques et le cercle unitaire [15].

On a les relations :

cos

2 ✓ + sin

2 ✓ = 1

sec

2 ✓ + tan

2 ✓ = 1

cos(✓ ± �) = cos ✓ cos�⌥ sin ✓ sin�

sin(✓ ± �) = sin ✓ cos�± cos ✓ sin�

tan(✓ ± �) =

tan ✓ ± tan�

1⌥ tan ✓ tan�

=

sin(2✓) + sin(2�)

cos(2✓) + cos(2�)

=

cos(2�)� cos(2✓)

sin(2✓)� sin(2�)

cos ✓ cos� =

1/2[cos(✓ + �) + cos(✓ � �)]

sin ✓ sin� =

1/2[cos(✓ � �)� cos(✓ + �)]

sin ✓ cos� =

1/2[sin(✓ + �) + sin(✓ � �)]

cos

2 ✓ =

1/2[1 + cos(2✓)]

sin

2 ✓ =

1/2[1� cos(2✓)]

cos ✓+cos� = 2 cos

⇣✓+�

2

⌘

cos

⇣✓��
2

⌘

cos ✓�cos� = 2 sin

⇣✓+�

2

⌘

sin

⇣✓��
2

⌘

sin ✓±sin� = 2 sin

⇣✓±�
2

⌘

cos

⇣✓⌥�
2

⌘

17.6.2 L’identité d’Euler

ei✓

= cos ✓ + i sin ✓

cos ✓ =

ei✓

+ e�i✓

2

sin ✓ =

ei✓ � e�i✓

2i
tan ✓ =

1� e2i✓

1 + e2i✓

i
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17.6.3 Fonctions hyperboliques

Figure 17.2: Visualisation de différentes fonctions hyperboliques.

On définit :

cosh z =

ez

+ e�z

2

sinh z =

ez � e�z

2

tanh z =

e2z � 1

e2z

+ 1

cos (iz) = cosh z

sin (iz) = i sinh z

cosh (iz) = cos z

sinh (iz) = i sin z

cosh

2 z � sinh

2 z = 1

sech

2 z + tanh

2 z = 1

17.6.4 Matrice de rotation
La matrice de rotation permettant de faire tourner un vecteur ~v dans le sens anti-horaire tel que :

~v 0 = ˇM(✓)~v

est la suivante :

ˇM(✓) =



cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

�

(17.61)

Elle permet aussi de faire tourner une matrice avec :

ˇA 0
=

ˇM(✓) ˇA ˇM(✓)>

153



J.Gagné XI Identités et Utilités Mathématiques Bible de la physique v1.2

17.6.5 Géométrie

Figure 17.3: Triangle rectangle
[15].

.. Loi des sinus :

sin↵

a
=

sin �

b
=

sin �

c

Lois des cosinus :

a2

= b2

+ c2 � 2bc cos↵

b2

= a2

+ c2 � 2ac cos �

c2

= a2

+ b2 � 2ab cos �

17.6.6 Conversions trigonométriques

Sinus Cosinus Tangente Cosécante Sécante Cotangente

sin ✓ = sin ✓ ±
p

1� cos

2 ✓ ± tan ✓p
1+tan

2
✓

1

csc ✓

±
p

sec

2
✓�1

sec ✓

± 1p
1+cot

2
✓

cos ✓ = ±
p

1� sin

2 ✓ cos ✓ ± 1p
1+tan

2
✓

±
p

csc

2
✓�1

csc ✓

1

sec ✓

± cot ✓p
1+cot

2
✓

tan ✓ = ± sin ✓p
1�sin

2
✓

±
p

1�cos

2
✓

cos ✓

tan ✓ ± 1p
csc

2
✓�1

±
p

sec

2 ✓ � 1

1

cot ✓

csc ✓ =

1

sin ✓

± 1p
1�cos

2
✓

±
p

1+tan

2
✓

tan ✓

csc ✓ ± sec ✓p
sec

2
✓�1

±
p

1 + cot

2 ✓

sec ✓ = ± 1p
1�sin

2
✓

1

cos ✓

±
p

1 + tan

2 ✓ ± csc ✓p
csc

2
✓�1

sec ✓ ±
p

1+cot

2
✓

cot ✓

cot ✓ = ±
p

1�sin

2
✓

sin ✓

± cos ✓p
1�cos

2
✓

1

tan ✓

±
p

csc

2 ✓ � 1 ± 1p
sec

2
✓�1

cot ✓

17.6.7 Réflexions et déphasages

sin(�✓) = � sin ✓

cos(�✓) = cos ✓

tan(�✓) = � tan ✓

csc(�✓) = csc ✓

sec(�✓) = sec ✓

cot(�✓) = � cot ✓

sin(

⇡/2� ✓) = cos ✓

cos(

⇡/2� ✓) = sin ✓

tan(

⇡/2� ✓) = cot ✓

csc(

⇡/2� ✓) = sec ✓

sec(

⇡/2� ✓) = csc ✓

cot(

⇡/2� ✓) = tan ✓

sin(⇡ � ✓) = sin ✓

cos(⇡ � ✓) = � cos ✓

tan(⇡ � ✓) = � tan ✓

csc(⇡ � ✓) = csc ✓

sec(⇡ � ✓) = � sec ✓

cot(⇡ � ✓) = � cot ✓

sin(✓ +

⇡/2) = cos ✓

cos(✓ +

⇡/2) = � sin ✓

tan(✓ +

⇡/2) = � cot ✓

csc(✓ +

⇡/2) = sec ✓

sec(✓ +

⇡/2) = � csc ✓

cot(✓ +

⇡/2) = � tan ✓

sin(✓ + ⇡) = � sin ✓

cos(✓ + ⇡) = � cos ✓

tan(✓ + ⇡) = tan ✓

csc(✓ + ⇡) = � csc ✓

sec(✓ + ⇡) = � sec ✓

cot(✓ + ⇡) = cot ✓

sin(✓ + 2⇡) = sin ✓

cos(✓ + 2⇡) = cos ✓

tan(✓ + 2⇡) = tan ✓

csc(✓ + 2⇡) = csc ✓

sec(✓ + 2⇡) = sec ✓

cot(✓ + 2⇡) = cot ✓

17.6.8 Théorème de Moivre

(cos ✓ + i sin ✓)n

= cos(n✓) + i sin(n✓)
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17.6.9 Puissances

sin

2 ✓ =

1/2[1� cos(2✓)]

sin

3 ✓ =

1/4[3 sin ✓ � sin(3✓)]

sin

4 ✓ =

1/8[3� 4 cos(2✓) + cos(4✓)]

sin

5 ✓ =

1/16[10 sin ✓ � 5 sin(3✓) + sin(5✓)]

cos

2 ✓ =

1/2[1 + cos(2✓)]

cos

3 ✓ =

1/4[3 cos ✓ + cos(3✓)]

cos

4 ✓ =

1/8[3 + 4 cos(2✓) + cos(4✓)]

cos

5 ✓ =

1/16[10 cos ✓ + 5 cos(3✓) + cos(5✓)]

17.6.10 Multiples d’angles

sin(2✓) = 2 sin ✓ cos ✓ =

2 tan ✓

tan

2 ✓ + 1

cos(2✓) = cos

2 ✓ � sin

2 ✓ =

1� tan

2 ✓

1 + tan

2 ✓

tan(2✓) =

2 tan ✓

1� tan

2 ✓

sin(3✓) = 3 sin ✓ � 4 sin

3 ✓

cos(3✓) = 4 cos

3 ✓ � 2 cos ✓

tan(3✓) =

3 tan ✓ � tan

3 ✓

1� 3 tan

2 ✓

17.6.11 Demi-angles

sin

⇣✓

2

⌘

= ±
r

1� cos ✓

2

cos

⇣✓

2

⌘

= ±
r

1 + cos ✓

2

tan

⇣✓

2

⌘

= csc ✓ � cot ✓ = ±
r

1� cos ✓

1 + cos ✓
=

sin ✓

1 + cos ✓
=

1� cos ✓

sin ✓
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17.6.12 Fonctions trigonométriques inverses

arcsin x + arccos x =

⇡/2 arctan x + arccot x =

⇡/2

arctan x + arctan

1/x =

n

⇡/2 si x > 0

�⇡/2 si x < 0

sin(arccos x) =

p
1� x2

sin(arctan x) =

xp
1 + x2

sin(arccot x) = � xp
1 + x2

cos(arctan x) =

1p
1 + x2

cos(arcsin x) =

p
1� x2

tan(arcsin x) =

xp
1� x2

tan(arccos x) =

p
1� x2

x

cot(arcsin x) =

p
1� x2

x
cot(arccos x) =

xp
1� x2

sin(2 arccos x) = 2x
p

1� x2

cos(2 arcsin x) = 1� 2x2

sin

2

(

1/2 arccos x) =

1/2(1� x) cos

2

(

1/2 arccos x) =

1/2(1 + x)

17.6.13 Fonctions trigonométriques inverses en exposants

arcsin x = �i ln(ix +

p
1� x2

)

arccos x = �i ln(x +

p
x2 � 1)

arctan x =

i/2 ln

⇣ i + x

i� x

⌘

arccsc x = �i ln(

i/x +

p

1� 1/x

2
)

arcsec x = �i ln(

1/x +

p

1� i/x

2
)

arccot x =

i/2 ln

⇣ i� x

i + x

⌘

17.6.14 Séries
sin(n✓) =

n

X

k=0

Cn

k

cos

k ✓ sin

n�k ✓ sin

⇣

(n� k)⇡

2

⌘

cos(n✓) =

n

X

k=0

Cn

k

cos

k ✓ sin

n�k ✓ cos

⇣

(n� k)⇡

2

⌘
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17.6.15 Autres
tan([n + 1]✓) =

tan(n✓) + tan ✓

1� tan(n✓) tan ✓
cot([n + 1]✓) =

cot(n✓) + cot ✓ � 1

cot(n✓) cot ✓

sin ✓

✓
=

1
Y

n=1

cos

⇣ ✓

2

n

⌘

sin ✓ = ✓
1
Y

n=1

h

1� ✓2

⇡2n2

i

cos ✓ = ✓
1
Y

n=1

h

1� ✓2

⇡2

(n� 1/2)

2

i

sinh ✓ = ✓
1
Y

n=1

h

1 +

✓2

⇡2n2

i

cosh ✓ = ✓
1
Y

n=1

h

1 +

✓2

⇡2

(n� 1/2)

2

i

17.6.16 Fonctions trigonométriques obsolètes
versin ✓ = 1� cos ✓

coversin ✓ = 1� sin ✓

haversin ✓ =

1/2 versin ✓

hacoversin ✓ =

1/2 coversin ✓

exsec ✓ = sec ✓ � 1

excsc ✓ = csc ✓ � 1

17.7 Identités logarithmiques
On a les relations suivantes :

log (x · y) = log x + log y (17.62)
log (xn

) = n log x (17.63)
log (x/y) = log x� log y (17.64)

log

b

x =

log x

log b
(17.65)

17.7.1 Approximation de stirling
Lorsque n est suffisamment grand, on a que :

ln n! ⇡ n ln n� n +

1

2

ln n (17.66)

Ceci découle de l’identité :

lim

n!1

n!en

nn

p
n

=

p
2⇡ (17.67)

17.8 Fonction gaussienne
Une fonction gaussienne est aussi appelée fonction en cloche. Elle correspond à :

f(x) = Ae�
(x�b)2

2�

2
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Alors, on dit que l’écart-type de sa distribution est �, son point maximal est situé à x = b et la largeur à
mi-hauteur est 2

p
2 ln 2. On a aussi la propriété :

ˆ 1

�1
Ae�

(x�b)2

2�

2 dx = A�
p

2⇡

17.9 Fonction erreur
On définit la fonction erreur définit comme une intégrale sur la fonction gaussienne :

erf(x) =

2p
⇡

ˆ
x

0

e�t

2
dt

Ainsi que fonction erreur conjuguée :

erfc(x) =

2p
⇡

ˆ 1

x

e�t

2
dt

Elles sont normalisées telles que :

lim

x!1
erf(x) = 1

erfc(0) = 1

Aussi, on a que :

erfc(x) = 1� erf(x)

erf(�x) = � erf(x)

17.10 Identités différentielles et intégrales
Dérivée d’un produit :

d(uv)

dx
= u

dv

dx
+ v

du

dx
(17.68)

Dérivée d’un quotient :

d

dx

⇣u

v

⌘

=

1

v2

⇣

v
du

dx
� u

dv

dx

⌘

(17.69)

Dérivées composées :

d

dx

⇣

u[v(x)]

⌘

=

du

dv

dv

dx
(17.70)

Intégration par parties :

ˆ
b

a

u
dv

dx
dx = uv

�

�

�

b

a

�
ˆ

b

a

v
du

dx
dx (17.71)
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17.11 Table de dérivées
d

dx
xn

= nxn�1

d

dx
ln x =

1

x

d

dx
log

a

x =

1

x ln a
d

dx
ax

= ax

ln a
d

dx
sin x = cos x

d

dx
cos x = � sin x

d

dx
tan x = sec

2 x
d

dx
sec x = sec x tan x

d

dx
sinh x = cosh x

d

dx
cosh x = sinh x

d

dx
cot x = � csc

2 x
d

dx
csc x = � csc x cot x

d

dx
arcsin x =

1p
1� x2

d

dx
arccos x = � 1p

1� x2

d

dx
arctan x =

1

1 + x2

d

dx
arccot x = � 1

1 + x2

d

dx
arcsec x =

1

|x|
p

x2 � 1

d

dx
arccsc x =

�1

|x|
p

x2 � 1

17.12 Analyse combinatoire
Il existe Cn façons de réarranger n objets distincts :

Cn

= n! (17.72)

Le coefficient binomial Cn

m

représente le nombre de façons de réarranger deux ensembles d’objets dont
les ensembles sont distincts entre eux, mais pas les objets qu’ils contiennent :

Cn

m

=

n!

m!(n�m)!

(17.73)

La probabilité d’obtenir m fois un résultat de prababilité p versus le seul autre résultat de probabilité q
dans un total de n observations suit la distribution binomiale :

P
n

(m) = Cn

m

pmqn�m (17.74)

17.12.1 Expansion binomiale
On peut décrire une expansion binomiale à l’aide du coefficient binomial :

(x + y)

n

=

n

X

m=0

Cn

m

xn�mym (17.75)
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17.12.2 Triangle de Pascal
On peut construire le triangle de Pascal en additionnant les deux diagonales supérieures pour déterminer
le chiffre en chaque point. Alors, chaque étage de celui-ci correspond à une valeur de n dans Cn

m

, alors
que la position horizontale dans l’étage correspond à m, en commençant respectivement par n = 0 et
m = 0.

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

n = 6

n = 7

n = 8

n = 9

n = 10

1

1 , 1

1 , 2 , 1

1 , 3 , 3 , 1

1 , 4 , 6 , 4 , 1

1 , 5 , 10 , 10 , 5 , 1

1 , 6 , 15 , 20 , 15 , 6 , 1

1 , 7 , 21 , 35 , 35 , 21 , 7 , 1

1 , 8 , 29 , 56 , 70 , 56 , 29 , 8 , 1

1 , 9 , 37 , 85 , 126 , 126 , 85 , 37 , 9 , 1

1 , 10 , 46 , 122 , 211 , 252 , 211 , 122 , 46 , 10 , 1

17.13 Identités vectorielles
Le théorème fondamental du calcul est le suivant :

ˆ
b

a

~r�(~r) · d~l = �(b)� �(a) (17.76)

On a aussi le théorème de la divergence et ses variantes :
ˆ

V

~r · ~F (~r) dV =

˛
S

~F (~r) · n̂ dA (17.77)
ˆ

V

~r�(~r) dV =

˛
S

�(~r)n̂ dA (17.78)
ˆ

V

~r⇥ ~F (~r) dV =

˛
S

n̂⇥ ~F (~r) dA (17.79)

(17.80)

où V représente le volume sous-tendu par la surface V et n̂ est un vecteur unitaire perpendiculaire à S
pointant vers l’extérieur de la surface.
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Finalement, le théorème de Stokes et ses variantes :
ˆ

S

~r⇥ ~F (~r) · n̂ dA =

˛
C

~F (~r) · d~l (17.81)
ˆ

S

n̂⇥ ~r�(~r) dA =

˛
C

�(~r) d~l (17.82)
ˆ

S

n̂⇥ ~r⇥ ~F (~r) dA =

˛
C

d~l ⇥ ~F (~r) (17.83)

(17.84)

où S représente la surface sous-tendue par la circonférence C et n̂ est un vecteur unitaire perpendiculaire
à S pointant vers l’extérieur de la surface.
Pour des vecteurs quelconques ~A, ~B, ~C, ~D, on a :

~A · ~B ⇥ ~C =

~B · ~C ⇥ ~A =

~C · ~A⇥ ~B (17.85)

~A⇥ ~B ⇥ ~C = (

~A · ~C)

~B � (

~A · ~B)

~C (17.86)

(

~A⇥ ~B) · (~C ⇥ ~D) = (

~A · ~C)(

~B · ~D)� (

~A · ~D)(

~B · ~C) (17.87)

(

~A⇥ ~B)⇥ (

~C ⇥ ~D) = (

~A · ~C ⇥ ~D)

~B � (

~B · ~C ⇥ ~D)

~A (17.88)

17.13.1 Gradient ~r�
Pour la définition, voir 3.5. On a les identités suivantes :

~r(�') = �~r'+ '~r� (17.89)

~r(

~F · ~G) = (

~F · ~r)

~G + (

~G · ~r)

~F +

~F ⇥ ~r⇥ ~G +

~G⇥ ~r⇥ ~F (17.90)

Dans le système cartésien, on l’écrit :

~rf =

@f

@x
x̂ +

@f

@y
ŷ +

@f

@z
ẑ (17.91)

Dans le système cylindrique :

~rf =

@f

@⇢
⇢̂+

1

⇢

@f

@✓
ˆ✓ +

@f

@z
ẑ (17.92)

Dans le système sphérique :

~rf =

@f

@r
r̂ +

1

r

@f

@✓
ˆ✓ +

1

r sin ✓

@f

@�
ˆ� (17.93)

Dans le système parabolique cylindrique :

~rf =

1p
�2

+ ⌧ 2

⇣@f

@�
�̂ +

@f

@⌧
⌧̂
⌘

+

@f

@z
ẑ (17.94)
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17.13.2 Divergence ~r · ~F
Pour la définition, voir 3.15.1. On a les identités suivantes :

~r · (�~F ) = �~r · ~F + (

~F · ~r)� (17.95)

~r(

~F ⇥ ~G) =

~G · ~r⇥ ~F � ~F · ~r⇥ ~G (17.96)

Dans le système cartésien, on l’écrit :

~r · ~F =

@F
x

@x
+

@F
y

@y
+

@F
z

@z
(17.97)

Dans le système cylindrique :

~r · ~F =

1

⇢

@(⇢F
⇢

)

@⇢
+

1

⇢

@F
�

@�
+

@F
z

@z
(17.98)

Dans le système sphérique :

~r · ~F =

1

r2

@(r2F
r

)

@r
+

1

r sin ✓

@F
✓

@✓
+

1

r sin�

@(F
�

sin�)

@�
(17.99)

Dans le système parabolique cylindrique :

~r · ~F =

1

�2

+ ⌧ 2

⇣@F
�

@�
+

@F
⌧

@⌧

⌘

+

@F
z

@z
(17.100)

17.13.3 Rotationnel ~r⇥ ~F

Pour la définition, voir 3.15.2. On a les identités suivantes :

~r⇥ (�~F ) =

~r�⇥ ~F + � ~r⇥ ~F (17.101)

~r(

~F ⇥ ~G) = (

~r · ~G +

~G · ~r)

~F � (

~r · ~F +

~F · ~r)

~G (17.102)

Dans le système cartésien, on l’écrit :

~r⇥ ~F =

⇣@F
z

@y
� @F

y

@z

⌘

x̂ +

⇣@F
x

@z
� @F

z

@x

⌘

ŷ +

⇣@F
y

@x
� @F

x

@y

⌘

ẑ (17.103)

Dans le système cylindrique :

~r⇥ ~F =

⇣

1

⇢

@F
z

@�
� @F

�

@z

⌘

⇢̂+

⇣@F
⇢

@z
� @F

z

@⇢

⌘

ˆ�+

1

⇢

⇣@(⇢F
�

)

@⇢
� @F

⇢

@�

⌘

ẑ (17.104)

Dans le système sphérique :

~r⇥ ~F =

1

r sin ✓

⇣@(F
�

sin ✓)

@✓
� @F

✓

@�

⌘

r̂+

1

r

⇣

1

sin ✓

@F
r

@�
� @(rF

�

)

@r

⌘

ˆ✓+
1

r

⇣@(rF
✓

)

@r
� @F

r

@✓

⌘

ˆ� (17.105)

Dans le système parabolique cylindrique :

~r⇥ ~F =

⇣

1p
�2

+⌧ 2

@F
z

@⌧
� @F⌧

@z

⌘

�̂�
⇣

1p
�2

+⌧ 2

@F
z

@�
� @F�

@z

⌘

⌧̂+

1p
�2

+⌧ 2

⇣@(⇢F
�

)

@⇢
+

@F
⇢

@�

⌘

ẑ (17.106)
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17.13.4 Laplacien scalaire r2�

On a l’identité suivante :

r2� =

~r · (~r�) (17.107)

Dans le système cartésien, on l’écrit :

r2f =

@2f

@x2

+

@2f

@y2

+

@2f

@z2

(17.108)

Dans le système cylindrique :

r2f =

1

⇢

@

@⇢

⇣

⇢
@f

@⇢

⌘

+

1

⇢2

@2f

@�2

+

@2f

@z2

(17.109)

Dans le système sphérique :

r2f =

1

r2

@

@r

⇣

r2

@f

@r

⌘

+

1

r2

sin ✓

@

@✓

⇣@f

@✓
sin ✓

⌘

+

1

r2

sin

2 ✓

@2f

@�2

(17.110)

Dans le système parabolique cylindrique :

r2f =

1

�2

+ ⌧ 2

⇣@2f

@�2

+

@2f

@⌧ 2

⌘

+

@2f

@z2

(17.111)

17.13.5 Laplacien vectoriel r2 ~F

On a l’identité suivante :

r2 ~F = (

~r · ~r)

~F =

~r(

~r · ~F )� ~r⇥ ~r⇥ ~F (17.112)

Dans le système cartésien, on l’écrit :

r2 ~F = r2F
x

x̂ +r2F
y

ŷ +r2F
z

ẑ (17.113)

Dans le système cylindrique :

r2 ~F =

⇣

r2F
⇢

� F
⇢

⇢2

� 2

⇢2

@F
�

@�

⌘

⇢̂+

⇣

r2F
�

� F
�

⇢2

+

2

⇢2

@F
⇢

@�

⌘

ˆ�+r2F
z

ẑ (17.114)

Dans le système sphérique :

r2 ~F =

⇣

r2F
r

� 2F
r

r2

� 2

r2

sin ✓

h@(F
✓

sin ✓)

@✓
+

@F
�

@�

i⌘

r̂ +

⇣

r2F
✓

+

2

r2

@F
r

@✓
� 1

r2

sin

2 ✓

h

F
✓

+ 2 cos ✓
@F

�

@�

i⌘

ˆ✓+

⇣

r2F
�

+

2

r2

sin ✓

@F
r

@�
� 1

r2

sin

2 ✓

h

F
�

� 2 cos ✓
@F

✓

@�

i⌘

ˆ�
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17.13.6 Dérivée seconde
On a les identités suivantes :

~r⇥ ~r⇥ F =

~r(

~r · ~F )�r2 ~F (17.115)

~r⇥ (

~r�) = 0 (17.116)

~r · (~r⇥ ~F ) = 0 (17.117)

17.13.7 Résultats en coordonnées sphériques
Soient ~r = ~r0 + ~⌘ en coordonnées sphériques. ~r est pris par rapport à ~r et ~r0 par rapport à ~r0. On a les
résultats suivants :

~r
⇣

1

⌘

⌘

= � ⌘̂

⌘2

(17.118)

~r0
⇣

1

⌘

⌘

=

⌘̂

⌘2

(17.119)

~r ·
⇣ ⌘̂

⌘

⌘

=

1

⌘2

(17.120)

r2

⇣

1

⌘

⌘

=

~r
⇣�⌘̂
⌘2

⌘

= �4⇡�3

(⌘) (17.121)

17.14 Distribution Heavyside
On définit :

⇥(x) =

n

1 si x > 0

0 si x < 0

(17.122)

Elle est reliée à la distribution Delta de Dirac par la relation :

d⇥(x)

dx
= �(x) (17.123)

17.15 Distribution delta de Dirac
On définit :

�(x) =

n 1 si x = 0

0 sinon (17.124)

et sa version généralisée en trois dimensions :

�3

(~r) = �(x)�(y)�(z) =

n 1 si ~r =

~
0

0 sinon
(17.125)
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On en tire :
ˆ

V

�3

(~r) d⌧ = 1 si ~0 2 V (17.126)

ˆ
V

f(~r)�3

(~r � ~s) d⌧ = f(~s) si ~s 2 V (17.127)

On a aussi les propriétés suivantes :

�(x) = ��(x) (17.128)

x�(x) = 0 (17.129)

�(ax) = |a|�1�x (17.130)

�(x2 � a2

) = |2a|�1

[�(x� a) + �(x + a)] (17.131)
ˆ

g(x)�(f(x)� a) dx = g(x)

�

�

�

df

dx

�

�

�

�1

�

�

�

x=x0

tel que f(x0) = a (17.132)

f(x)�(x� a) = f(a)�(x� a) (17.133)

�(g(x)) =

N

X

i=1

�(x� x
i

)

�

�

�

dg

dx

�

�

�

�1

�

�

�

x=x

i

où x
i

sont les zéros de g(x) (17.134)

(17.135)

17.15.1 Delta de Kronecker
C’est la version discrète de la distribution Delta de Dirac :

�
nm

=

n

1 si n = m
0 sinon (17.136)

17.16 Notation d’Einstein
Dans la notation d’Einstein, les indices répétés impliquent une sommation sur ceux-ci. Ce sont des
indices muets, c’est-à-dire qu’on peut changer leur définition sans en affecter les résultats. On note @

i

une dérivée par rapport à l’indice i. Voici quelques exemples d’expressions dans cette notation :

Gradient :

(

~r�)

i

= @
i

� (17.137)

Divergence :

~r · ~F = @
i

F
i

(17.138)

Rotationnel :

(

~r⇥ ~F )

i

= ✏
ijk

@
j

F
k

(17.139)

Laplacien scalaire :

r2� = @2

i

� (17.140)

Laplacien vectoriel :

(r2 ~F )

i

= 2@
i

@
j

F
j

� @2

j

A
i

(17.141)
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17.16.1 Tenseur de Lévi-Civita
Le tenseur de Lévi-Civita est défini comme :

✏
ijk

=

n

1 si i = 1, j = 2 et k = 3

0 si i = j, i = k ou j = k
(17.142)

De plus, il est asymétrique sous une permutation d’indice :

✏
ijk

= �✏
jik

(17.143)

On a aussi l’identité suivante :

✏
ijk

✏
klm

= �
jl

�
jm

� �
jm

�
il

(17.144)

Ici, le mot tenseur est un abus de langage, car le tenseur de Lévi-Civita est en fait un pseudo-tenseur se
transformant comme une capacité.

17.17 Factorielle
Soit n 2 N. On définit la factorielle comme :

n! =

n

Y

i=1

i = n · (n� 1) · (n� 2) · . . . · 2 · 1 (17.145)

0! = 1 (17.146)

Et la double factorielle :

(2n)!! =

n

Y

i=1

(2i) = 2n · (2n� 2) · (2n� 3) · (. . .) · 4 · 2 (17.147)

(2n� 1)!! =

n

Y

i=1

(2i� 1) = (2n� 1) · (2n� 3) · (2n� 5) · (. . .) · 3 · 1 (17.148)

0!! = 1!! = (�1)!! = 1 (17.149)

2!! = 2 (17.150)

On a les relations suivantes :

(2n)!! = 2

nn(n� 1)! (17.151)

(2n� 1)!! =

(2n� 1)!

2

n�1

(n� 1)!

(17.152)

(2n� 1)!!(2n)!! = (2n)! (17.153)

17.17.1 Factorielle croissante
On définit la factorielle croissante :

(x)

(n)

=

�(x + n)

�(x)

=

(x + n� 1)!

(x� 1)!

(17.154)
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17.17.2 Factorielle décroissante
On définit la factorielle décroissante :

(x)

(n)

=

�(x + 1)

�(x� n + 1)

=

x!

(x� n)!

(17.155)

On a la relation suivante :

(�x)

(n)

= (�1)

n

(x)

(n)

(17.156)

17.18 Puissances itérées de Knuth
On définit les puissances itérées de Knuth pour caractériser des nombres exceptionnellement grands :

a  b = a(a

(a(a...))
) b fois (17.157)

a """ b = a  (a  (a  . . .)) b fois (17.158)

En voici un exemple :

3  3 = 3

27 ⇡ 7.6 · 10

12

17.19 Système de coordonnées

17.19.1 Cylindrique ⇢,�, z

On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires :

x = ⇢ cos� x̂ = cos� ⇢̂� sin� ˆ� (17.159)

y = ⇢ sin� ŷ = sin� ⇢̂+ cos� ˆ� (17.160)

z = z ẑ = ẑ (17.161)

Ainsi que leurs inverses :

⇢ =

p

x2

+ y2 ⇢̂ = cos� x̂ + sin� ŷ (17.162)

� = arctan (

y/x)

ˆ� = � sin� x̂ + cos� ŷ (17.163)

z = z ẑ = ẑ (17.164)

Le jacobien est J = ⇢ et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume sont :

d~l = d⇢ ⇢̂+ ⇢ d� ˆ�+ dz ẑ (17.165)

d~S = ⇢ d� dz ⇢̂+ d⇢ dz ˆ�+ ⇢ d⇢ d� ẑ (17.166)

dV = ⇢ d⇢ d� dz (17.167)
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17.19.2 Sphérique r,�, ✓

On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires dans la notation standard physique :

x = r sin ✓ cos� x̂ = sin ✓ cos� r̂ + cos ✓ cos� ˆ✓ � sin� ˆ� (17.168)

y = r sin ✓ sin� ŷ = sin ✓ sin� r̂ + cos ✓ sin� ˆ✓ + cos� ˆ� (17.169)

z = r cos ✓ ẑ = cos ✓ r̂ � sin ✓ ˆ✓ (17.170)

Ainsi que leurs inverses :

r =

p

x2

+ y2

+ z2 r̂ = sin ✓ cos� x̂ + sin ✓ sin� ŷ + cos ✓ ẑ (17.171)

✓ = arctan (

p
x

2
+y

2/z)

ˆ✓ = cos ✓ cos� x̂ + cos ✓ sin� ŷ � sin ✓ ẑ (17.172)

� = arctan (

y/x)

ˆ� = � sin� x̂ + cos� ŷ (17.173)

Le jacobien est J = r2

sin ✓ et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume sont :

d~l = dr r̂ + r d✓ ˆ✓ + r sin ✓ d� ˆ� (17.174)

d~S = r2

sin ✓ d✓ d� r̂ + r sin ✓ dr d� ˆ✓ + r dr d✓ ˆ� (17.175)

dV = r2

sin ✓ dr d� d✓ (17.176)

17.19.3 Parabolique cylindrique �, ⌧, z
On a les relations de transformation et les vecteurs unitaires :

x = �⌧ x̂ =

�p
�2

+ ⌧ 2

⌧̂ +

⌧p
�2

+ ⌧ 2

�̂ (17.177)

y =

1/2(⌧ 2 � �2

) ŷ =

⌧p
�2

+ ⌧ 2

⌧̂ � �p
�2

+ ⌧ 2

�̂ (17.178)

z = z ẑ = ẑ (17.179)

Ainsi que leurs inverses :

� =

q

p

x2

+ y2 � y �̂ =

⌧p
�2

+ ⌧ 2

x̂� �p
�2

+ ⌧ 2

ŷ (17.180)

⌧ =

q

p

x2

+ y2

+ y ⌧̂ =

�p
�2

+ ⌧ 2

x̂ +

⌧p
�2

+ ⌧ 2

ŷ (17.181)

z = z ẑ = ẑ (17.182)

Le jacobien est J = (�2

+ ⌧ 2

) et les termes infinitésimaux de distance, surface normale et volume
sont :

d~l =

p
�2

+ ⌧ 2 d� �̂ +

p
�2

+ ⌧ 2 d⌧ ⌧̂ + dz ẑ (17.183)

d~S =

p
�2

+ ⌧ 2 d⌧ dz �̂ +

p
�2

+ ⌧ 2 d� dz ⌧̂ + (�2

+ ⌧ 2

) d� d⌧ ẑ (17.184)

dV = (�2

+ ⌧ 2

) d� d⌧ dz (17.185)
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17.20 Séries de Taylor
La formule générale pour développer une fonction en série de Taylor autour de x = a est :

f(x) =

1
X

n=0

⇣ d

dx

⌘

n

f(x)

�

�

�

x=a

(x� a)

n

n!

(17.186)

Si a = 0, on l’appelle une série de MacLaurin. En voici quelques exemples :

ex

=

1
X

n=0

xn

n!

⇡ 1 + x +

x2

2

+

x3

6

ln (1 + x) =

1
X

n=1

(�1)

n�1

xn

n
⇡ 1� x2

2

+

x3

3

ln (1� x) =

1
X

n=1

�xn

n
⇡ �1� x2

2

� x3

3

1

1� x
=

1
X

n=0

xn ⇡ 1 + x + x2

x

(1� x)

2

=

1
X

n=0

nxn ⇡ x + 2x2

+ 3x3

p
1 + x =

1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!

(1� 2n)n!

2

4

n

xn

(1 + x)

m

=

1
X

n=0

Cm

n

xn ⇡ 1 + mx +

m(m� 1)x2

2

sin x =

1
X

n=0

(�1)

n

x2n+1

(2n + 1)!

⇡ x� x3

6

+

x5

120

cos x =

1
X

n=0

(�1)

n

x2n

(2n)!

⇡ 1� x2

2

+

x4

24

tan x =

1
X

n=1

(�4)

n

(1� 4

n

)B
2n

(2n)!

x2n�1 ⇡ x +

x3

3

+

2x5

15

sec x =

1
X

n=0

(�1)

n

E
2n

(2n)!

x2n

arcsin x =

1
X

n=0

(2n)!

4

nn!

2

(2n + 1)

x2n+1 ⇡ x +

x3

6

+

3x5

40

arctan x =

1
X

n=0

(�1)

n

x2n+1

2n + 1

⇡ x� x3

3

+

x5

5

sinh x =

1
X

n=0

x2n+1

(2n + 1)!

⇡ x +

x3

6

+

x5

120

cosh x =

1
X

n=0

x2n

(2n)!

⇡ 1 +

x2

2

+

x4

24

tanh x =

1
X

n=1

4

n

(4

n � 1)B
2n

(2n)!

x2n�1 ⇡ x� x3

3

+

2x5

15

arcsinh x =

1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!x2n+1

4

n

(n!)

2

(2n + 1)

⇡ x� x3

6

+

3x5

40

arctanh x =

1
X

n=0

x2n+1

2n + 1

⇡ x +

x3

3

+

x5

5

où B
n

sont les nombres de Bernouilli, E
n

sont les nombres d’Euler et Cm

n

est le coefficient binomial.

17.21 Séries convergentes

k�1

X

n=0

(a + np)xn

=

a� [a + (k � 1)p]xk

1� x
+

px(1� xk�1

)

(1� x)

2

k�1

X

n=1

n2xn

=

(2k � 1� k2

)xk+2

+ (2k2 � 2k � 1)xk+1 � k2xk

+ x2

+ x)

(1� x)

3
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k�1

X

n=0

a + np =

k

2

�

2a + (k � 1)p
�

k

X

n=1

axn�1

=

a(xk � 1)

x� 1

k�1

X

n=0

axn�1

=

a(xk � 1)

x� 1

1
X

n=0

(�1)

naxn

=

a

1 + x
si |x| < 1

1
X

n=0

(a + np)xn

=

a

1� x
+

px

(1� x)

2

si |x| < 1

1
X

n=1

(�1)

n+1

n
= ln 2

1
X

n=1

(�1)

n+1

2n� 1

=

⇡

4

1
X

n=1

1

np

= ⇣(p) si <e(p) > 1

1
X

n=1

(�1)

n+1

np

= (1� 2

1�p

)⇣(p) si <e(p) > 0

1
X

n=1

1

n2p

= |B
2p

|(2
2p�1 � 1)⇡2p

(2p)!

1
X

n=1

1

(2n� 1)

2p

= |B
2p

|(2
2p � 1)⇡2p

2 · (2p)!

1
X

n=1

(�1)

n+1

(2n� 1)

2p+1

= |E
2p

| ⇡2p+1

2

2p+2

(2p)!

1
X

n=1

(�1)

n

(2n + 1)

2

= G = 0.915 965 594 . . .
1
X

n=1

(�1)

n+1n

(2n + 1)

2

=

⇡2

12

� ln 2

1
X

n=1

1

n(2n + 1)

2

= 2� 2 ln 2

1
X

n=1

�(n +

1

2

)

n2

�(n)

=

p
⇡ ln 4

1
X

n=1

1

4n2 � 1

=

1

2

1
X

n=1

1

(4n2 � 1)

2

=

⇡2 � 8

16

1
X

n=1

1

(4n2 � 1)

3

=

32� 3⇡2

64

1
X

n=1

1

(4n2 � 1)

4

=

⇡4

+ 30⇡2 � 384

768

1
X

n=1

1

n(4n2 � 1)

= 2 ln 2� 1

1
X

n=1

1

n(9n2 � 1)

=

3

2

(ln 3� 1)

1
X

n=1

1

n(36n2 � 1)

= �3 +

3

2

ln 3 + 2 ln 2

1
X

n=1

n

(4n2 � 1)

2

=

1

8

1
X

n=1

1

n(4n2 � 1)

2

=

3

2

� 2 ln 2

1
X

n=1

12n2 � 1

n(4n2 � 1)

2

= 2 ln 2

1
X

n=1

1

n(2n + 1)

2

= 4� ⇡2

4

� 2 ln 2

1
X

n=2

1

(n + 1)(n� 1)

=

3

4

1
X

n=1

1

(4n + 1)(4n� 1)

=

1

2

� ⇡

8

1
X

n=1

1

(8n + 1)(8n� 1)

=

1

2

� ⇡

16

�

p
2 + 1

�

1
X

n=1,n6=m

1

(m + n)(m� n)

= � 3

4m2

où m 2 Z
1
X

n=1,n6=m

(�1)

n�1

(m + n)(m� n)

=

3

4m2

où m 2 Z
pair

1
X

n=1

1

2n(2n + 1)(2n� 1)

= ln 2� 1

2

1
X

n=1

(1)

n+1

2n(2n + 1)(2n� 1)

=

1� ln 2

2
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1
X

n=0

1

(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)(3n + 4)

=

1

6

� 1

4

ln 3 +

⇡

12

p
3

1
X

n=1

(�1)

n+1

3n� 2

=

1

3

⇣ ⇡p
3

+ ln 2

⌘

1
X

n=1

(�1)

n+1

3n� 1

=

1

3

⇣ ⇡p
3

� ln 2

⌘

1
X

n=1

(�1)

n+1

4n� 3

=

1

4

p
2

⇣

⇡ + 2 ln (

p
2 + 1)

⌘

1
X

n=1

(�1)

(n+3)/2

n
=

⇡

4

+

ln 2

2

1
X

n=1

(�1)

(n+3)/2

2n� 1

=

⇡

2

p
2

1
X

n=1

(�1)

(n+5)/3

2n� 1

=

5⇡

12

1
X

n=1

1

2

nn
= ln 2

1
X

n=1

1

2

nn2

=

⇡2

12

� 1

2

(ln 2)

2

1
X

n=0

1

n!

= e
1
X

n=1

n2

n!

= 2e

1
X

n=1

n3

n!

= 5e
1
X

n=1

n4

n!

= 15e

1
X

n=1

n5

n!

= 52e
1
X

n=1

n6

n!

= 203e

1
X

n=1

n7

n!

= 877e
1
X

n=1

n8

n!

= 4140e

1
X

n=0

(�1)

n

n!

=

1

2e

1
X

n=1

n

(2n + 1)!

=

1

e

1
X

n=0

(n + 1)

3

(n)!

= 15e
1
X

n=1

n

(n + 1)!

= 1

1
X

n=0

1

(2n)!

=

1

2

⇣

e +

1

e

⌘

1
X

n=0

1

(2n + 1)!

=

1

2

⇣

e� 1

e

⌘

1
X

n=0

(�1)

n

(2n)!

= cos 1

1
X

n=0

(�1)

n�1

(2n� 1)!

= sin 1

1
X

n=1

n!

(p + n� 1)!

=

1

(p� 2) · (p� 1)!

17.22 Transformée de Fourier
La définition symétrique des transformées de Fourier est :

f(x) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
F (k)eikx dk () F (k) =

1p
2⇡

ˆ 1

�1
f(x)e�ikx dx (17.187)
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17.22.1 Théorème de Dirichlet

Une fonction localement intégrable sur R peut être
exprimée entre ]� a, a[ par une série de Fourier. (17.188)

17.22.2 Théorème de Plancherel

L’intégrale de ]�1,1[ du module au carré de f(x) est égale à
l’intégrale de�]1,1[ du module au carré de F (k).

(17.189)
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17.23 Transformée de Laplace
On définit comme suit la transformée de Laplace de f(t):

L{f(t)} =

ˆ 1

0

f(t)e�st dt = F (s) où s 2 C (17.190)

Avec les propriétés :

L{af(t)} = aL{f(t)} (17.191)
L{f(t) + g(t)} = L{f(t)}+ L{g(t)} (17.192)

L
ndf(t)

dt

o

= sL{f(t)}� f(0) (17.193)

L
ndmf(t)

dtm

o

= smL{f(t)}� sn�1

m

X

n=1

dm�nf(t)

dtm�n

�

�

�

t=0

(17.194)

L{e�af(t)} = L{f(t)}
�

�

t=s+a

= F (s + a) (17.195)

L{⇥(t� t
0

)f(t� t
0

)} = e�st0L{f(t� t
0

)} = e�st0F (s) (17.196)

On a quelques valeurs caractéristiques :

L{ 0 } = 0 L{ tp } =

�(p + 1)

sn+1

, <e(s) > 0 , p > �1 , p 2 C

L{ 1 } =

1

s
, <e(s) > 0 L{ sinh(at) } =

a

s2 � a2

, <e(s) > |a|

L{ eat } =

1

s� a
, <e(s) > a L{ cosh(at) } =

s

s2 � a2

, <e(s) > |a|

L{ sin(at) } =

a

s2

+ a2

, <e(s) > 0 L{ eat

sin(bt) } =

b

(s� a)

2

+ b2

, <e(s) > a

L{ cos(at) } =

s

s2

+ a2

, <e(s) > 0 L{ eat

cos(bt) } =

s� a

(s� a)

2

+ b2

, <e(s) > a

L{ tn } =

n!

sn+1

, <e(s) > 0 , n 2 N L{ eattn } =

n!

(s� a)

n+1

, <e(s) > a , n 2 N

17.24 Théorème des résidus
Le théorème des résidus est le suivant :

˛
C

f(z) dz = 2⇡i
X

j incl. dans C

res f(z
j

) oùz 2 C (17.197)

Il est souvent indiqué d’utiliser les identités :

sin z =

1

2i

⇣

z � 1

z

⌘

cos z =

1

2

⇣

z +

1

z

⌘

De pair avec celui-ci. Se référer à la section (??) pour plus de détails et de méthodes.
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17.25 Fonction gamma d’Euler

(a) Partie réelle (b) Valeur absolue dans le plan complexe

Figure 17.4: Fonction Gamma d’Euler. [15]
On la définit comme :

�(x) =

ˆ 1

0

tx�1e�tdt avec t 2 R si x 2 R (17.198)

�(n + 1) = n! si n 2 N (17.199)

On a les relations :

�(x) = (x� 1)�(x� 1) si x > 0 (17.200)

�(x)�(1� x) =

⇡

sin(⇡x)

(17.201)

�(n +

1/2) =

�(2n)�(

1/2)

2

2n�1

�(n)

=

(2n)!

2

2nn!

p
⇡ (17.202)

En voici quelques exemples :

�(�3/2) =

4

p
⇡

3

�(

3/2) =

p
⇡

2

�(�1/2) = �2

p
⇡ �(

5/2) =

3

p
⇡

4

�(

1/2) =

p
⇡ �(

7/2) =

15

p
⇡

8

�(1) = 1

17.26 Fonction zeta de Riemann
La fonction zeta de Riemann est définie comme :

⇣(x) =

1
X

n=1

1

nx

(17.203)
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(a) Partie Réelle pour x > 1 (b) Représentation des zéros non-triviaux

Figure 17.5: Fonction zeta de Riemann. [15]

Elle peut aussi être écrite dans une forme équivalente :

⇣(x) =

1

�(x)

ˆ 1

0

ux�1

eu � 1

du (17.204)

On a les relations :

⇣(1� x) =

2�(x)⇣(x) cos

⇣

x⇡

2

⌘

(2⇡)

x

(17.205)

�

⇣x

2

⌘

⇡�x/2⇣(x) = �

⇣

1� x

2

⌘

⇡�(1�x)/2⇣(1� x) (17.206)

Ainsi que :

lim

x!1

n

⇣(x)� 1

x� 1

o

= � (17.207)

où � est la constante d’Euler-Mascheroni :

� = 0.577 215 664 901 532 860 606 512 090 082 402 431 042 . . . (17.208)

Pour des entiers n 2 N⇤, on a que :

⇣(2n) = (�1)

n+1

B
2n

(2⇡)

2n

2(2n)!

(17.209)

⇣(�n) = � B
n+1

n + 1

(17.210)
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où B
n

sont les nombres de Bernouilli (voir 17.28). Voici quelques valeurs pour la fonction zeta de
Riemann :

⇣(1) = 1 ⇣(2) =

⇡2

6

⇣(3) = A = 1.202 056 9032 . . . ⇣(4) =

⇡4

90

⇣(5) = 1.036 927 7551 . . . ⇣(6) =

⇡6

945

⇣(7) = 1.008 349 2774 . . . ⇣(8) =

⇡8

9450

⇣(9) = 1.002 008 3928 . . . ⇣(10) =

⇡10

93 555

où A est appelée la constante d’Apéry.

17.27 Nombres d’Euler En

Les nombres d’Euler sont définis par leur fonction génératrice:

1
X

n=0

E
n

xn

n!

=

1

cosh x
où |t| < ⇡

2

(17.211)

Ceux d’indice impairs sont nuls. En voici quelques-uns :

E
0

= 1 E
12

= 2 702 765

E
2

= �1 E
14

= �199 360 981

E
4

= 5 E
16

= 19 391 512 145

E
6

= �61 E
18

= �2 404 879 675 441

E
8

= 1385 E
20

= 370 371 188 237 525

E
10

= �50 521 E
2n

⇡ (�1)

n

8

r

n

⇡

⇣

4n

⇡e

480n2

+ 9

480n2 � 1

⌘

2n

17.28 Nombres de Bernouilli Bn

Les nombres de Bernouilli sont définis par :

B
n

=

n!

2⇡i

˛
C

z

ez � 1

1

zn+1

dz (17.212)

où C est un cercle de rayon inférieur à 2⇡ dans le plan complexe, parcouru dans le sens anti-horaire,
ou par leur fonction génératrice :

1
X

n=0

B
n

xn

n!

=

x

ex � 1

où 0 < |t| < 2⇡ (17.213)
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Ceux d’indice impairs sauf n = 1 sont nuls. En voici quelques-uns :

B
0

= 1 B
18

=

43 867/798

B
1

= �1/2 B
20

= �174 611/330

B
2

=

1/6 B
22

=

854 513/138

B
4

= �1/30 B
24

= �236 364 091/2730

B
6

=

1/42 B
26

=

8 553 103/6

B
8

= �1/30 B
28

= �23 749 461 029/870

B
10

=

5/66 B
30

=

8 615 841 276 005/14 322

B
12

= �691/2730 B
32

= �7 709 321 041 217/510

B
14

=

7/6 B
34

=

2 577 687 858 367/6

B
16

= �3617/510 B
2n

⇡ (�1)

n�1

4

p
⇡n
⇣ n

⇡e

⌘

2n

17.29 Équations différentielles caractéristiques

Nom Équation Référence

Laplace r2V = 0 [17.30]
Legendre d

dx

[(1� x2

)y0
n

] + n(n + 1)y
n

= 0 [17.32]
Laguerre xy00

n

+ (1� x)y0
n

+ ny
n

= 0 [17.33]
Hermite y00

n

� 2xy0
n

+ 2ny
n

= 0 [17.34]
Bessel x2y00

n

+ xy0
n

+ (x2 � n2

)y
n

= 0 [17.35]
Chebyshev (1� x2

)y00
n

� xy0
n

+ ↵2y
n

= 0 [17.36]

17.30 Solution à l’équation de Laplace en symétrie azimutale
Soit l’équation de Laplace :

r2V (r, ✓,�) = 0 (17.214)

Dans le cas d’une symétrie aziumutale V (r, ✓,�) = V (r, ✓), on a les solutions :

V (r, ✓) =

1
X

l=0

 

A
l

rl

+

B
l

rl+1

!

P
l

(cos ✓) (17.215)

où A
l

et B
l

sont des constantes d’intégration, et P
l

(x) est un polynôme de Legendre (Voir 17.32).

17.31 Harmoniques sphériques
Elles représentent la partie angulaire de la solution de l’équation de Laplace en coordonnée sphériques
(17.214) :

Ym

l

(✓,�) = ✏

s

2l + 1

4

(l � |m|)!
(l + |m|)!e

im�Pm

l

(cos ✓) (17.216)
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où ✏ = (�1)

m si m � 0, ✏ = 1 si m < 0 et Pm

l

(x) est la fonction de Legendre associée :

Pm

l

(x) = (1� x2

)

|m|/2

⇣ d

dx

⌘|m|
P

l

(x) (17.217)

où P
l

(x) est un polynôme de Legendre (Voir 17.32).

(a) Y0
0 (b) Y0

1 (c) Y±1
1 (d) Y0

2 (e) Y±1
2

(f) Y±2
2 (g) Y0

3 (h) Y±1
3 (i) Y±2

3 (j) Y±3
3

(k) Y0
4 (l) Y±1

4 (m) Y±2
4 (n) Y±3

4 (o) Y±4
4

(p) Y0
5 (q) Y±1

5 (r) Y±2
5 (s) Y±3

5 (t) Y±4
5

Figure 17.6: Harmoniques sphériques.
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(a) Y±5
5 (b) Y0

6 (c) Y±1
6 (d) Y±2

6 (e) Y±3
6

(f) Y±4
6 (g) Y±5

6 (h) Y±6
6 (i) Y0

7 (j) Y±1
7

(k) Y±2
7 (l) Y±3

7 (m) Y±4
7 (n) Y±5

7 (o) Y±6
7

(p) Y±7
7 (q) Y0

8 (r) Y±1
8 (s) Y±2

8 (t) Y±3
8

(u) Y±4
8 (v) Y±5

8 (w) Y±6
8 (x) Y±7

8 (y) Y±8
8

Figure 17.7: Harmoniques sphériques (suite).
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Voici une liste extensive d’harmoniques sphériques :

Y0

0

=

1

2

r

1

⇡
Y±5

5

= ⌥ 3

32

r

77

⇡
sin

5 ✓e±5i�

Y0

1

=

1

2

r

3

4⇡
cos ✓ Y0

6

=

1

32

r

13

⇡
(231 cos

6 ✓ � 315 cos

4 ✓ + 105 cos

2 ✓ � 5)

Y±1

1

= ⌥1

2

r

3

8⇡
sin ✓e±i� Y±1

6

=⌥ 1

16

r

273

2⇡
sin ✓(33 cos

5 ✓�30 cos

3 ✓+5 cos ✓)e±i�

Y0

2

=

1

4

r

5

16⇡
Y±2

6

=

1

64

r

1365

⇡
sin

2 ✓(33 cos

4 ✓ � 18 cos

2 ✓ + 1)e±2i�

Y±1

2

= ⌥1

2

r

15

8⇡
(3 cos

2 ✓ � 1)e±i� Y±3

6

= ⌥ 1

32

r

1365

⇡
sin

3 ✓(11 cos

3 ✓ � 3 cos ✓)e±3i�

Y±2

2

=

1

4

r

15

32⇡
sin ✓ cos ✓e±2i� Y±4

6

=

3

32

r

91

2⇡
sin

4 ✓(11 cos

2 ✓ � 1)e±4i�

Y0

3

=

1

4

r

7

16⇡
(5 cos

3 ✓ � 3 cos ✓) Y±5

6

= ⌥ 3

32

r

1001

⇡
sin

5 ✓ cos ✓e±5i�

Y±1

3

= ⌥1

8

r

21

64⇡
sin ✓(5 cos

2 ✓ � 1)e±i� Y±6

6

=

1

64

r

3003

⇡
sin

6 ✓e±6i�

Y±2

3

=

1

4

r

105

32⇡
sin

2 ✓ cos ✓e±2i� Y0

7

=

1

32

r

15

⇡
(429 cos

7 ✓�693 cos

5 ✓+315 cos

3 ✓�35 cos ✓)

Y±3

3

= ⌥1

8

r

35

64⇡
sin

3 ✓e±3i� Y±1

7

=⌥
r

105

2⇡

sin ✓

64

(429 cos

6 ✓�495 cos

4 ✓+135 cos

2 ✓�5)e±i�

Y0

4

=

3

16

r

1

⇡
(35 cos

4 ✓ � 30 cos

2 ✓ + 3) Y±2

7

=

3

64

r

35

⇡
sin

2 ✓(143 cos

5 ✓ � 110 cos

3 ✓ + 15 cos ✓)e±2i�

Y±1

4

= ⌥3

8

r

5

⇡
sin ✓(7 cos

3 ✓ � 3 cos ✓)e±i� Y±3

7

= ⌥ 3

64

r

35

2⇡
sin

3 ✓(143 cos

4 ✓ � 66 cos

2 ✓ + 3)e±3i�

Y±2

4

=

3

8

r

5

2⇡
sin

2 ✓(7 cos

2 ✓ � 1)e±2i� Y±4

7

=

3

32

r

385

2⇡
sin

4 ✓(13 cos

3 ✓ � 3 cos ✓)e±4i�

Y±3

4

= ⌥3

8

r

35

⇡
sin

3 ✓ cos ✓e±3i� Y±5

7

= ⌥ 3

64

r

385

2⇡
sin

5 ✓(13 cos

2 ✓ � 1)e±5i�

Y±4

4

=

3

16

r

35

2⇡
sin

4 ✓e±4i� Y±6

7

=

3

64

r

5005

⇡
sin

6 ✓ cos ✓e±6i�

Y0

5

=

1

16

r

11

⇡
(63 cos

5 ✓ � 70 cos

3 ✓ + 15 cos ✓) Y±7

7

= ⌥ 3

64

r

715

2⇡
sin

7 ✓e±7i�

Y±1

5

=⌥sin ✓

16

r

165

2⇡
(21cos

4✓�14cos

2✓+1)e±i� Y0

8

=

1

256

r

17

⇡
(6435cos

8✓�12012 cos

6✓+6930cos

4✓�1260cos

2✓+35)

Y±2

5

=

1

8

r

1155

2⇡
sin

2 ✓(3cos

3✓�cos✓)e±2i� Y±1

8

=⌥ 3

64

r

17

2⇡
sin ✓(715cos

7✓�1001cos

5✓+385cos

3✓�35cos✓)e±i�

Y±3

5

= ⌥ 1

32

r

385

⇡
sin

3 ✓(9 cos

2 ✓ � 1)e±3i� Y±2

8

=

3

128

r

595

⇡
sin

2✓(143cos

6✓�143cos

4✓ + 33cos

2✓�1)e±2i�

Y±4

5

=

3

16

r

385

2⇡
sin

4 ✓ cos ✓e±4i� Y±3

8

= ⌥ 1

64

r

19 635

2⇡
sin

3 ✓(39 cos

5 ✓ � 26 cos

3 ✓ + 3 cos ✓)e±3i�
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Y±4

8

=

3

128

r

1309

2⇡
sin

4 ✓(65 cos

4 ✓ � 26 cos

2 ✓ + 1)e±4i� Y±5

8

= ⌥ 3

64

r

17 017

2⇡
sin

5 ✓(5 cos

3 ✓ � cos ✓)e±5i�

Y±6

8

=

1

128

r

7293

⇡
sin

6 ✓(15 cos

2 ✓ � 1)e±6i� Y±7

8

= ⌥ 3

64

r

12 155

2⇡
sin

7 ✓ cos ✓e±7i�

Y±8

8

=

3

256

r

12 155

2⇡
sin

8 ✓e±8i� .

Y0

9

=

1

256

r

19

⇡
(12 155 cos

9 ✓ � 25 740 cos

7 ✓ + 18 018 cos

5 ✓ � 4620 cos

3 ✓ + 315 cos ✓)

Y±1

9

= ⌥ 3

256

r

95

2⇡
sin ✓(2431 cos

8 ✓ � 4004 cos

6 ✓ + 2002 cos

4 ✓ � 308 cos

2 ✓ + 7)e±i�

Y±2

9

=

3

128

r

1045

⇡
sin

2 ✓(221 cos

7 ✓ � 273 cos

5 ✓ + 91 cos

3 ✓ � 7 cos ✓)e±2i�

Y±3

9

= ⌥ 1

256

r

21 945

⇡
sin

3 ✓(221 cos

6 ✓ � 195 cos

4 ✓ + 39 cos

2 ✓ � 1)e±3i�

Y±4

9

=

3

128

r

95 095

2⇡
sin

4 ✓(17 cos

5 ✓ � 10 cos

3 ✓ + cos ✓)e±4i�

Y±5

9

= ⌥ 3

256

r

2717

⇡
sin

5 ✓(85 cos

4 ✓ � 30 cos

2 ✓ + 1)e±5i�

Y±6

9

=

1

128

r

40 755

⇡
sin

6 ✓(17 cos

3 ✓ � 3 cos ✓)e±6i� Y±7

9

= ⌥ 3

512

r

13 585

⇡
sin

7 ✓(17 cos

2 ✓ � 1)e±7i�

Y±8

9

=

3

256

r

230 945

2⇡
sin

8 ✓ cos ✓e±8i� Y±9

9

= ⌥ 1

512

r

230 945

⇡
sin

9 ✓e±9i�

Y0

10

=

1

512

r

21

⇡
(46 189 cos

10 ✓ � 109 395 cos

8 ✓ + 90 090 cos

6 ✓ � 30 030 cos

4 ✓ + 3465 cos

2 ✓ � 63)

Y±1

10

= ⌥ 1

256

r

1155

2⇡
sin ✓(4199 cos

9 ✓ � 7956 cos

7 ✓ + 4914 cos

5 ✓ � 1092 cos

3 ✓ + 63 cos ✓)e±i�

Y±2

10

=

3

512

r

385

2⇡
sin

2 ✓(4199 cos

8 ✓ � 6188 cos

6 ✓ + 2730 cos

4 ✓ � 364 cos

2 ✓ + 7)e±2i�

Y±3

10

= ⌥ 3

256

r

5005

⇡
sin

3 ✓(323 cos

7 ✓ � 357 cos

5 ✓ + 105 cos

3 ✓ � 7 cos ✓)e±3i�

Y±4

10

=

3

256

r

5005

2⇡
sin

4 ✓(323 cos

6 ✓ � 255 cos

4 ✓ + 45 cos

2 ✓ � 1)e±4i�

Y±5

10

= ⌥ 3

256

r

1001

⇡
sin

5 ✓(323 cos

5 ✓ � 170 cos

3 ✓ + 15 cos ✓)e±5i�

Y±6

10

=

3

1024

r

5005

⇡
sin

6 ✓(323 cos

4 ✓�102 cos

2 ✓+3)e±6i� Y±7

10

= ⌥ 3

512

r

85 085

⇡
sin

7 ✓(19 cos

3 ✓ � 3 cos ✓)e±7i�

Y±8

10

=

1

512

r

255 255

2⇡
sin

8 ✓(19 cos

2 ✓ � 1)e±8i� Y±9

10

= ⌥ 1

512

r

4 849 845

⇡
sin

9 ✓ cos ✓e±9i�

Y±10

10

=

1

1024

r

969 969

⇡
sin

10 ✓e±10i�

181



J.Gagné XI Identités et Utilités Mathématiques Bible de la physique v1.2

17.32 Polynômes de Legendre

Figure 17.8: Polynômes de Legendre.

Ils découlent de l’équation de Legendre :

d

dx

h

(1� x2

)

dP
n

(x)

dx

i

+ n(n + 1)P
n

(x) = 0 (17.218)

On peut les définir par :

P
n

(z) =

1

2⇡i

˛
t�n�1

p
1� 2tz + t2

dt (17.219)

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

P
n

(x) =

1

2

nn!

⇣ d

dx

⌘

n

[(x2 � 1)

n

] (17.220)

On a aussi les relations de récurrence :

(n + 1)P
n+1

(x)� (2n + 1)xP
n

(x) + nP
n�1

(x) = 0 (17.221)

(1� x2

)

dP
n

(x)

dx
+ nxP

n

(x)� nP
n�1

(x) = 0 (17.222)

(1� x2

)

dP
n

(x)

dx
� (n + 1)xP

n

(x) + (n + 1)P
n+1

(x) = 0 (17.223)

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec 1 comme fonction de calibration :

ˆ
1

�1

P
n

(x)P
m

(x) dx =

2

2n + 1

�
nm

(17.224)
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En voici quelques exemples :

P
0

(x) = 1 P
3

(x) =

5x3 � 3x

2

P
1

(x) = x P
4

(x) =

35x4 � 30x2

+ 3

8

P
2

(x) =

3x2 � 1

2

P
5

(x) =

63x5 � 70x3

+ 15x

8

17.33 Polynômes de Laguerre

Figure 17.9: Polynômes de Laguerre.

Ils découlent de l’équation de Laguerre :

x
d2L

n

(x)

dx2

+ (1� x)

dL
n

(x)

dx
+ nL

n

(x) = 0 (17.225)

On peut les définir par :

L
n

(z) =

1

2⇡i

˛
e�zt/(1�t)

(1� t)tn+1

dt (17.226)

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

L
n

(x) =

ex

n!

⇣ d

dx

⌘

n

(e�xxn

) (17.227)

On a aussi les relations de récurrence :

(n + 1)L
n+1

(x) + (x� 2n� 1)L
n

(x) + nL
n�1

(x) = 0 (17.228)

x
dL

n

(x)

dx
� nL

n

(x) + nL
n�1

(x) = 0 (17.229)
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De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec e�x comme fonction de calibration :ˆ 1

0

L
n

(x)e�xL
m

(x) dx = �
nm

(17.230)

En voici quelques exemples :

L
0

(x) = 1

L
1

(x) = 1� x

L
2

(x) =

x2 � 4x + 2

2

L
3

(x) =

�x3

+ 9x2 � 18x + 6

6

L
4

(x) =

x4 � 16x3

+ 72x2 � 96x + 24

24

L
5

(x) =

�x5

+ 25x4 � 200x3

+ 600x2 � 600x + 120

120

L
6

(x) =

x6 � 36x5

+ 450x4 � 2400x3

+ 5400x2 � 4320x + 720

720

17.34 Polynômes d’Hermite

Figure 17.10: Polynômes d’Hermite.

Ils découlent de l’équation d’Hermite :

d2H
n

(x)

dx2

� 2x
dH

n

(x)

dx
+ 2nH

n

(x) = 0 (17.231)

On peut les définir par :

H
n

(z) =

n!

2⇡i

˛
e�t

2
+2tzt�n�1 dt (17.232)
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On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

H
n

(x) = (�1)

nex

2
⇣ d

dx

⌘

n

e�x

2
(17.233)

On a aussi la relation de récurrence :

dH
n

(x)

dx
= 2nH

n�1

(x) (17.234)

Et la fonction génératrice :

1
X

n=0

H
n

(x)

tn

n!

= e2xt�t

2
(17.235)

ainsi que la relation :

H
n

(x + y) =

n

X

k=0

Cn

k

H
k

(x)(2y)

n�k (17.236)

où Cn

k

est le coefficient binomial (voir 17.12). De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec e�x

2

comme fonction de calibration :ˆ 1

0

H
n

(x)e�x

2H
m

(x) dx = n!2

n

p
⇡�

nm

(17.237)

Ils présentent un lien avec les polynômes de Laguerre :

H
2n+1

(x) = 2(�4)

nn!xL(

1
/2)

n

(x2

) (17.238)

où L↵

n

est un polynôme de Laguerre associé. En voici quelques exemples :

H
0

(x) = 1

H
1

(x) = 2x

H
2

(x) = 4x2 � 2

H
3

(x) = 8x3 � 12x

H
4

(x) = 16x4 � 48x2

+ 12

H
5

(x) = 32x5 � 160x3

+ 120x

H
6

(x) = 64x6 � 480x4

+ 720x2 � 120

H
7

(x) = 128x7 � 1244x5

+ 3360x3 � 1680x

H
8

(x) = 256x8 � 3584x6

+ 13 440x4 � 13 440x2

+ 1680

H
9

(x) = 512x9 � 9216x7

+ 48 384x5 � 80 640x3

+ 30 240x

17.35 Fonctions de Bessel
Elles découlent des solutions en y(x) de l’équation de Bessel :

x2

d2y(x)

dx2

+ x
dy(x)

dx
+ (x2 � n2

)y(x) = 0 (17.239)
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17.35.1 Bessel J

Figure 17.11: Fonctions de Bessel J .

On a les solutions de Bessel J :

J
n

(x) =

1
X

n=0

(�1)

m

m!�(m + n + 1)

⇣x

2

⌘

2m+n

, n 2 R (17.240)

avec une définition pour des indices entiers:

J
m

(x) =

1

⇡

ˆ
⇡

0

cos(x sin ✓ �m✓) d✓ , m 2 Z (17.241)

On a la relation :

J�m

(x) = (�1)

mJ
m

(x) si m 2 Z (17.242)

17.35.2 Neumann Y

On a les solutions de Neumann Y :

Y
n

(x) =

J
n

(x) cos(n⇡)� J�n

(x)

sin(n⇡)

, n 2 R (17.243)

Avec une définition pour des indices entiers:

Y
m

(x) =

1

⇡

ˆ
⇡

0

sin(x sin ✓ �m✓) d✓ � 1

⇡

ˆ 1

0

h

emt

+ (�1)

me�mt

i

e�x sinh t dt , m 2 Z (17.244)

On a la relation :

Y�m

(x) = (�1)

mY
m

(x) si m 2 Z (17.245)
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Figure 17.12: Fonctions de Neumann Y.

17.35.3 Hankel H

On a les solutions de Hankel H :

H(1)

n

(x) = J
n

(x) + iY
n

(x) (17.246)

H(2)

n

(x) = J
n

(x)� iY
n

(x) , n 2 R (17.247)

(17.248)

17.35.4 Bessel Modifiées I,K

(a) Bessel I (b) Bessel K

Figure 17.13: Fonctions de Bessel Modifiées.
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On a les solutions de Bessel Modifiées I,K pour étendre x aux complexes:

I
n

(x) = i�nJ
n

(ix) (17.249)

K
n

(x) =

⇡

2

I�n

(x)� I
n

(x)

sin(n⇡)

=

⇡

2

in+1H(1)

n

(ix) , n 2 R (17.250)

(17.251)

17.36 Polynômes de Chebyshev du premier type

Figure 17.14: Polynômes de Chebyshev du premier type.

Ils découlent de l’équation de Chebyshev :

(1� x2

)

d2T
n

(x)

dx2

� x
dT

n

(x)

dx
+ ↵2T

n

(x) = 0 (17.252)

Dans le cas ↵ = 0.
On peut les définir par :

T
n

(z) =

1

4⇡i

˛
(1� t2)t�n�1

(1� 2tz + t2)
dt (17.253)

On peut aussi les définir par la formule de Rodrigue :

T
n

(x) =

(�1)

n

p

(1� x2

)⇡

2

n

(n� 1/2)!

⇣ d

dx

⌘

n

[(1� x2

)

n�1/2

] (17.254)
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On a aussi les relations de récurrence :

T
n+1

(x)� 2xT
n

(x) + T
n�1

(x) = 0 pour n � 1 (17.255)

T
n+1

(x)� xT
n

(x)�
p

(1� x2

)[1� (T
n

(x))

2

] pour n � 1 (17.256)
(x� 1)[T

2n+1

(x)� 1]� [T
n+1

(x)� T
n

(x)]

2 (17.257)
2(x2 � 1)[T

2n

(x)� 1]� [T
n+1

(x)� T
n�1

(x)]

2 (17.258)

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux avec (1� x2

)

�1/2 comme fonction de calibration :

ˆ
1

�1

T
n

(x)T
m

(x)p
1� x2

dx =

1/2⇡�
nm

+

1/2⇡�(n)�(m) (17.259)

En voici quelques exemples :

T
0

(x) = 1

T
1

(x) = x

T
2

(x) = 2x2 � 1

T
3

(x) = 4x3 � 3x

T
4

(x) = 8x4 � 8x2

+ 1

T
5

(x) = 16x5 � 20x3

+ 5x

T
6

(x) = 32x6 � 48x4

+ 18x2 � 1

T
7

(x) = 64x7 � 112x5

+ 56x3 � 7x

T
8

(x) = 128x8 � 256x6

+ 160x4 � 32x2

+ 1

T
9

(x) = 256x9 � 576x7

+ 432x5 � 120x3

+ 9x

17.37 Polynômes de Chebyshev du deuxième type

Figure 17.15: Polynômes de Chebyshev du deuxième type.
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Ils découlent de l’équation de Chebyshev :

(1� x2

)

d2U
n

(x)

dx2

� x
dU

n

(x)

dx
+ ↵2U

n

(x) = 0 (17.260)

Dans le cas ↵ = 1.
On peut les définir par la formule de Rodrigue :

U
n

(x) =

(�1)

n

(n + 1)

p
⇡

2

n+1

(n +

1/2)!

p
1� x2

⇣ d

dx

⌘

n

[(1� x2

)

n+1/2

] (17.261)

De plus, ils sont tous orthogonaux entre eux.
En voici quelques exemples :

U
0

(x) = 1

U
1

(x) = 2x

U
2

(x) = 4x2 � 1

U
3

(x) = 8x3 � 4x

U
4

(x) = 16x4 � 12x2

+ 1

U
5

(x) = 32x5 � 32x3

+ 6x

U
6

(x) = 64x6 � 80x4

+ 24x2 � 1

U
7

(x) = 128x7 � 192x5

+ 80x3 � 8x

U
8

(x) = 256x8 � 448x6

+ 240x4 � 40x2

+ 1

U
9

(x) = 512x9 � 1024x7

+ 672x5 � 160x3

+ 10x

Note : Toutes les définitions par une intégrale complexe des polynômes orthogonaux des sections suiv-
antes suivent un chemin d’intégration dans le sens anti-horaire incluant l’origine.

17.38 Propagation d’incertitudes
Soit f = f(x

1

, x
2

, . . . , x
n

) une fonction quelconque où les incertitudes sur tous les paramètres x
i

sont
indépendantes. On en tire l’incertitude sur celle-ci :

�f =

v

u

u

t

n

X

i=1

⇣ @f

@x
i

�x
i

⌘

2

(17.262)

17.39 Tableau périodique

17.39.1 Densité de molécules
Soient ⇢ la densité volumique de masse d’un type de molécule, u la masse atomique unitaire et A

tot

le
numéro atomique total obtenu en sommant celui de chaque atome composant la molécule en question.
Alors, la densité de molécules ⌘ = N/V est donnée par :

⌘ =

⇢

uA
(17.263)
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Il est à noter que dans le système d’unités CGS, la relation suivante est valide, où N
A

est le nombre
d’Avogadro :

N
A

· u = 1g En unités CGS seulement. (17.264)

17.40 Ensembles mathématiques

Z : Entiers. C : Complexes.
N : Naturels. ¯Q : Algébiques.
Q : Rationnels. H : Quaternions.
R : Réels. O : Octonions.
I : Imaginaires purs. S : Sedenions.

La signification des indices sur un ensemble X suit :

X± : Inclut seulement les positifs ou négatifs.
X⇤ : Exclut le zéro.
X0 : Inclut le zéro.

17.41 Alphabet grec

Alpha A ↵ Pi ⇧ ⇡ $

Bêta B � Rhô P ⇢ %

Gamma � � Sigma ⌃ �

Delta � � Tau T ⌧

Epsilon E ✏ " Upsilon ⌥ �

Zêta Z ⇣ Phi � � '

Êta H ⌘ Chi X �

Thêta ⇥ ✓ # Psi   

Iota I ◆ Oméga ⌦ !

Kappa K  Digamma
Lambda ⇤ � San
Mu M µ Qoppa

Nu N ⌫ Sampi

Xi ⌅ ⇠ Stigma
Omicron O o Hêta

. . . Sho
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