
Chapter 1

PHY3214 Mécanique Statistique

1.1 Formule de Boltzmann
Il est possible de calculer la population moyenne relative de deux états d’énergie dans un ensemble
statistique de température T à l’aide de la formule de Boltzmann:

n̄s
n̄r

=
gs
gr
e−β(εs−εr), avec

β =
1

kT

où gr est le degré de dégénérescence des niveaux quantiques possédant une énergie εr et k est la con-
stante de Boltzmann.

1.2 Fonctions de partition

1.2.1 Fonction de partition canonique
Pour un ensemble statistique de température T constante dit canonique, donc pouvant échanger libre-
ment de la chaleur avec son environnement, on définit la fonction de partition canonique :

Z =
∞∑
r=1

gre
−βεr

En fait, la fonction de partition représente le lien direct entre la description microscopique d’un système
et ses propriétés macroscopiques: C’est là la raison de sa grande importance. On peut aussi en tirer
directement le nombre d’occupation d’un état d’énergie εs donné, représentant le nombre moyen de
particules se trouvant dans l’état s:

n̄s = − 1

β

∂ lnZ

∂εs

Lorsque l’on connaı̂t ζ , la fonction de partition d’une seule particule, on peut en déduire la fonction
de partition d’un système composé de N telles particules indiscernables et n’interagissant pas, avec la
relation:

Z =
ζN

N !
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Dans la limite classique où les fonctions d’ondes des particules n’interagissent pas de façon statistique,
et dans l’approximation où N est un nombre très élevé, on peut écrire:

lnZ = N

(
1 + ln

ζ

N

)
(1.1)

1.2.2 Grande fonction de partition
Pour un ensemble statistique de température T et de potentiel chimique µ constants dit grand canonique,
donc pouvant échanger librement de la chaleur et des particules avec son environnement, on définit la
grande fonction de partition :

Z =
∞∑
N=0

∗∑
{nr}

∞∏
r=0

gre
−βnr(εr−µ) (1.2)

Ici, la deuxième somme se fait sur tous les ensembles d’occupation nr possibles, où l’étoile signifie que
ces ensembles sont contraints par la condition:

∞∑
r=1

nr = N

Pour des fermions dont la fonction d’onde est antisymétrique, les ensembles ni doivent respecter une
contrainte supplémentaire: Il ne peut y avoir plus de deux particules dans le même état quantique, ainsi
les ni seront soit de valeur nulle ou unité. Pour des bosons cependant, seule la contrainte ci-haut sur
le nombre total de particules doit être respectée. Avec quelques manipulations mathématiques, on peut
réécrire l’équation (1.2) comme suit:

Z =
∞∏
r=1

nmaxr∑
nr=0

gr
(
e−β(εr−µ)

)nr (1.3)

où nmaxr représente le nombre maximal de particules par état quantique d’énergie εr.

1.2.3 Fonction de partition astrophysique
On définit souvent une quantité appelée la fonction de partition astrophysique, qu’on utilise généralement
dans le cadre des états d’énergie de translation d’un gaz classique :

z =
∞∑
r=2

gre
−β(εr−ε1)

Souvent, on peut faire l’approximation (εr − ε1)� kT , menant à:

z ≈ g1
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1.2.4 Lien avec la mécanique classique
Dans un problème classique où on fait l’approximation du continu, on peut relier la fonction de partition
au hamiltonien classiqueH via l’intégrale de configuration:

Z =

∫
· · ·
∫

e−βH(q1,...,qN ,p1,...,pN )

(
N∏
i=1

g(qi, pi)

)
d3q1 . . . d

3qNd3p1 . . . d
3pN

où les qi et les pi sont les coordonnées canoniques du système. La fonction g(qi, pi) représente la densité
d’états accessibles pour la particule i dans l’invervalle entre les points (qi, pi) et (qi + dqi, pi + dpi) dans
l’espace de phase du système. L’intégrale de configuration revient à faire une somme sur tous les états
du système, mais cette fois de façon continue, puisque dans notre approximation les états quantiques
accessibles au système sont extrêmement denses.

1.2.5 Lien avec la mécanique quantique
Dans un problème de mécanique quantique, on relie cette fois la fonction de partition du système au
hamiltonien quantique Ĥ, qui est cette fois un opérateur appartenant à l’espace d’Hilbert. Dans la
formulation matricielle d’Heisenberg, la fonction de partition sera reliée à la trace du hamiltonien via:

Z = Tr(e−βĤ)

Or, pour relier le hamiltonien à la fonction de partition dans la formulation ondulatoire de Schrödinger,
on doit généraliser le concept de la trace à un opérateur dans l’espace d’Hilbert, ce qui donne lieu à
l’expression:

Z =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Tr
(
e−βĤ|x, p〉 〈x, p|

)
g(x, p)

dx dp

h
=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
〈x, p|e−βĤ|x, p〉 g(x, p)

dx dp

h

Ici, |x, p〉 représente une fonction propre du hamiltonien et 〈x, p| son conjugué hermitien. On comprend
donc l’importance de la détermination du hamiltonien d’un système quantique ainsi que la résolution de
l’équation de Schrödinger nous permettant d’obtenir ses fonctions propres: Cela nous permet d’obtenir
sa fonction de partition et, à l’aide de celle-ci, toutes les propriétés thermodynamiques du système.

1.3 Propriétés thermodynamiques
La fonction de partition d’un système représente un outil très puissant, nous permettant de calculer
directement plusieurs de ses propriétés:

F = −kT lnZ P = −∂F
∂V

∣∣∣∣
N,T

S = −∂F
∂T

∣∣∣∣
N,V

U = F + TS H = U + PV G = F + PV

µ =
∂F

∂N

∣∣∣∣
V,T

CV =
∂U

∂T

∣∣∣∣
N,V

CP =
∂H

∂T

∣∣∣∣
N,P

α = − 1

kT

∂F

∂N

∣∣∣∣
V,T

γ = − 1

V

∂V

∂P

∣∣∣∣
N,T

δ =
1

V

∂V

∂T

∣∣∣∣
N,P
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où F est l’énergie libre de Helmholtz, k la constante de Boltzmann, T la température du système, P
la sa pression, N le nombre de particules dont il est composé, S son entropie, U son énergie interne,
H son enthalpie, G son enthalpie libre ou énergie libre de Gibbs, µ son potentiel chimique, Cv sa
capacité massique à volume constant, Cp sa capacité massique à pression constante, α son paramètre de
dégénérescence, γ sa compressibilité isotherme et δ son coefficient d’expansion thermique.

1.4 Gaz parfait non dégénéré et non relativiste
On définit la longueur d’onde de de Broglie, ou longueur d’onde thermique, associée à une particule de
masse m faisant partie d’un ensemble statistique à une température T :

λ =
h√

2πmkT
(1.4)

où h est la constante de Planck. On peut voir cette quantité comme la largeur caractéristique associé
au profil de sa fonction d’onde quantique. Ainsi, l’approximation classique, ou l’approximation du gaz
non dégénéré, revient à:

d̄� λ

où d̄ représente la distance moyenne inter-particules. Attention: Ici, on utilise le terme gaz non dégénéré
dans un nouveau sens, n’ayant rien à voir avec la dégénérescence quantique de deux états possédant la
même énergie. Un gaz respectant la condition ci-haut peut très bien voir plusieurs de ses états dégénérés
sur la même valeur d’énergie.

On définit l’approximation du continu comme:

L� λ

où L représente la plus petite dimension caractéristique de l’ensemble statistique. Lorsque cette approx-
imation est justifiée, on peut alors traiter une somme sur tous les états du système de façon continue
avec l’aide d’une intégrale. Tout au long de cet ouvrage, on restera dans cette approximation.

On définit l’approximation du gaz parfait comme:

Eth � Epot

où Eth est l’énergie thermique des particules et Epot leur énergie potentielle d’interaction.

On définit aussi l’approximation du gaz non relativiste comme:

Erepos � Eth + Epot, où
Erepos = mc2

où c est la vitesse de la lumière dans le vide.
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1.4.1 Gaz monoatomique à une seule composante
En général, on peut décrire l’état un atome faisant partie d’un gaz parfait classique et monoatomique
en cinq volets: Son degré d’excitation électronique, ses état de translation, rotation et vibration, puis
enfin le degré d’excitation de son noyau. On peut alors associer à chacun de ces phénomènes un hamil-
tonien le décrivant, puis relier celui-ci à des fonctions de partition respectives. Dans l’approximation
où cest phénomènes n’interagissent aucunement entre eux, les hamiltoniens sont additifs et on en tire
immédiatement ζ , la fonction de partition totale pour une seule particule du système:

ζ = ζeζtζrζvζn

où les ζi décrivent respectivement les phénomènes énumérés plus haut.

On peut évaluer ζt en approximant le cas présent avec le problème de mécanique quantique d’une
particule dans un puits tridimensionnel de volume V , celui de notre système. On trouvera:

ζt =
V

λ3

Pour ce faire, on aura dû déterminer la densité d’états par unité de volume dans un intervalle d’impulsion
entre p et p+ dp:

g(p)dp =
V

h3
4πp2dp, d’où

g(ε)dε =
8πV√

2h3
m3/2
√
εdε (1.5)

où ε représente l’énergie de la particule. Cette quantité ne dépend pas de sa position x, étant donné qu’on
se trouve dans l’approximation du gaz parfait. Elle est reliée à l’aire d’une coquille tri-dimensionelle
dans les trois directions possibles pour l’impulsion, dans l’espace de phase de la particule.
La fonction de partition électronique ζe pourra être évaluée avec le problème quantique d’un potentiel
central (comme l’atome d’hydrogène dans l’état le plus simple). Ici, on utilisera simplement la définition
de la fonction de partition astrophysique pour écrire:

ζe = ze−βε1

Si on fait l’approximation que notre gaz ne fait pas intervenir des phénomènes extrêmement énergétiques,
on peut considérer le noyau atomique comme étant dans son état fondamental, puis écrire simplement:

ζn = 2Sn + 1

où Sn représente le spin nucléaire de la particule.
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On en tire la fonction de partition du système, ainsi que ses propriétés thermodynamiques:

Z =
1

N !

[
V

λ3
ze−βε1(2Sn + 1)

]N
H =

5

2
NkT +Nε1 +NkT 2∂ ln z

∂T

F = Nε1 −NkT
[
1 + ln

(
V z

Nλ3
(2Sn + 1)

)]
µ = kT ln

(
Nλ3

V z(2Sn + 1)

)
+ ε1

G = Nε1 −NkT ln

(
V z

Nλ3
(2Sn + 1)

)
α = ln

(
V z

Nλ3
(2Sn + 1)

)
− ε1
kT

P =
NkT

V
γ =

1

P

S =
5

2
Nk +Nk ln

(
V z

Nλ3
(2Sn + 1)

)
+NkT

∂ ln z

∂T
δ =

1

T

CV =
3

2
Nk +NkT

∂ ln z

∂T
+NkT 2∂

2 ln z

∂T 2
U =

3

2
NkT +Nε1 +NkT 2∂ ln z

∂T

CP =
5

2
Nk +NkT

∂ ln z

∂T
+NkT 2∂

2 ln z

∂T 2

1.4.2 Gaz monoatomique à plusieurs composantes
On suppose qu’un gaz est composé de plusieurs types de particules qui puissent réagir ensemble via une
équation chimique. En général, on peut écrire une telle équation de la façon suivante:∑

j

νjAj = 0, d’où: (1.6)∑
j

νjdNj = 0 (1.7)

où les νj sont les coefficients stochastiques de la réaction chimique et Aj les noms des espèces chim-
iques. Or, la condition d’un équilibre chimique est que l’énergie libre de Helmholtz atteinge un mini-
mum partout dans l’ensemble, ce qui implique dF = 0. Dans le cas qui nous intéresse, où la température
du système et le volume sont constants, ceci implique:∑

j

µjdNj = 0

Cependant, les dNj sont reliés entre eux via l’équation chimique (1.6). On a donc:∑
j

νjµj = 0

De cette équation, avec la définition du potentiel chimique pour chaque composante d’un gaz parfait
monoatomique, non dégénéré et non relativiste:

µj = −∂F ({Ni}, V, T )

∂Nj

∣∣∣∣
{Ni6=j},V,T

on en tire l’équation de Saha:

Nz+1Ne

Nz

=
zz+1ze
zz

V

(
2πmekT

h2

)3/2

e−χ0/kT
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1.4.3 Gaz d’hydrogène partiellement ionisé
Pour alléger la notation, 0 fait référence à l’hydrogène neutre, + à celui ionisé et − aux électrons. Pour
un tel cas, on a que:

z− = 2

z0 = 2

z+ = 1

m0 ≈m+ � m−

et on pose les variables suivantes:

N = N0 +N+ +N−

NH = N0 +N+

y =
N+

N+ +N0

On peut donc en tirer les quantités thermodynamiques:

Z =
V N

N0!N−!N+!

[
z0

N0λ0(2Sn0 + 1)

]N0
[

z+

N+λ+(2Sn+ + 1)

]N+
[

2

N−λ−

]N−
F = N0kT

[
1− ln

(
N0λ

3
0

4

)]
+N+kT

[
1− ln

(
N+λ

3
+

2

)]
+N−kT

[
1− ln

(
N−λ

3
−

2

)]
−NkT lnV −N0χ0

G = N0kT ln

(
N0λ

3
0

4

)
+N+kT ln

(
N+λ

3
+

2

)
+N−kT ln

(
N−λ

3
−

2

)
−NkT lnV −N0χ0

P =
NkT

V
=

(1 + y)NHkT

V

U =
3

2
NkT −N0χ0 =

3

2
(1 + y)NHkT − (1− y)NHχ0

H =
5

2
NkT −N0χ0

µ− = kt ln

(
N−λ

3
−

2V

)
µ+ = kt ln

(
N+λ

3
+

2V

)
µ0 = kt ln

(
N0λ

3
0

4V

)
− χ0

γ =
1

P

δ =
1

T

CV =
3

2
NHk(1 + y)

[
1 +

2

3

(
3

2
+
χ0

kT

)2
y(1− y)

(2− y)(1 + y)

]
CP
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1.4.4 Gaz diatomique à une seule composante
Dans ce cas, la fonctions de partition de translation pour une particule sera la même que dans le cas
monoatomique. Par contre, on doit cette fois considérer les degrés de liberté de rotation et de vibration.
Pour alléger les calculs, on négligera ici la structure atomique, ce qui revient à une renormalisation de
l’énergie du système. On a la fonction de partition d’excitation électronique pour une molécule:

ζe ≈ g1e
βε′D

où ε′D est l’énergie potentielle d’interaction entre les deux atomes à leur distance d’équilibre re. Soit εD
l’énergie de dissociation des noyaux, on a que:

ε′D = εD +
1

2
~ω

Ici, ~ est la constante de Planck réduite et ω représente la fréquence d’oscillation des atomes autour de
leur point d’équilibre. On peut la relier à la constante de rappel κ associée à leur interaction:

ω =

√
κ

µ∗
, avec: (1.8)

κ =
d2V (r)

dr2

∣∣∣∣
r=re

(1.9)

Suivant le modèle du rotateur rigide, on peut trouver une expression pour la fonction de partition de
rotation d’une seule molécule:

ζr =
2I

β~2σ

où σ = 1 si les deux noyaux sont différents et σ = 0 sinon. I est le moment cinétique de la molécule:

I = µ∗re

et µ∗ est le ma masse réduite des deux atomes:

µ∗ =
m1m2

m1 +m2

Ensuite, avec le modèle de l’oscillateur harmonique valide à faibles amplitudes, on trouve la fonction
de partition de vibration pour une molécule:

ζv =
e−β~ω/2

1− e−β~ω
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J.Gagné XIII Mécanique statistique Bible de la physique v1.2

On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz:

Z =
1

N !

(
V

λ3

)N (
g1e

ε′D/kT
)N (2IkT

σ~2

)N (
e−~ω/2kT

1− e−~ω/kT

)N
F = −NkT

[
1 + ln

(
V

Nλ3

)
+ ln g1 +

εD
kT

+ ln

(
2IkT

σ~2

)
− ln

(
1− e−~ω/kT

)]
G = −NkT

[
ln

(
V

Nλ3

)
+ ln g1 +

εD
kT

+ ln

(
2IkT

σ~2

)
− ln

(
1− e−~ω/kT

)]
P =

NkT

V

S = Nk

[
7

2
+ ln

(
g1V

Nλ3

)
+ ln

(
2IkT

σ~2

)
− ln

(
1− e−~ω/kT

)
+

~ω
kT

1

e~ω/kT − 1

]
U = NkT

[
5

2
− εD
kT

+
~ω
kT

1

e~ω/kT − 1

]
H = NkT

[
7

2
− εD
kT

+
~ω
kT

1

e~ω/kT − 1

]
µ = kT

[
ln

(
Nλ3

g1V

)
− ln

(
2IkT

σ~2

)
+ ln

(
1− e−~ω/kt

)]
− εD

α = ln

(
2IkT

σ~2

)
− ln

(
Nλ3

g1V

)
− ln

(
1− e−~ω/kt

)
+
εD
kT

γ =
1

P

δ =
1

T

CV = Nk

[
5

2
+

(
~ω
kT

)2
e~ω/kT

(e~ω/kT − 1)
2

]

CP = Nk

[
7

2
+

(
~ω
kT

)2
e~ω/kT

(e~ω/kT − 1)
2

]

1.4.5 Gaz parfait de Bose-Einstein
Lorsqu’un gaz parfait constitué de bosons devient assez dense ou assez froid pour que la longueur d’onde
de de Broglie associé à ses particules ne soit plus négligeable face à la distance interatomique moyenne,
il se produit des interactions dites statistiques entre les fonctions d’ondes de celles-ci, donnant lieu à des
phénomènes de nature quantique, pouvant se répercuter à l’échelle macroscopique. On dit alors que le
gaz est dégénéré. De plus, si les particules qui le composent sont des bosons, on l’appelle alors un gaz
de Bose-Einstein. On remarque qu’ici on fait toujours l’approximation du gaz parfait, ce qui n’est pas
en contradiction avec le fait qu’il soit dégénéré.

Le fait que les bosons soient des particules dont le spin est entier implique, via la mécanique quantique,
que leurs fonctions d’onde soient nécessairement symétriques. Cela implique alors qu’un nombre il-
limité de bosons peuvent en principe se trouver dans le même état d’excitation, sans violer aucune loi
de la mécanique quantique. On peut donc écrire la grande fonction de partition d’un tel système avec
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l’équation (1.3), avec nr →∞, d’où on tire:

Z =
∞∏
r=1

(
1− e−α−βεr

)−1

où α est le paramètre de dégénérescence. On peut alors en tirer la fonction de partition ainsi que la
contrainte sur le nombre total de particules, exprimés sous une forme paramétrique:

lnZ = αN −
∞∑
r=1

g(εr) ln
(
1− e−α−βεr

)
N =

∞∑
r=1

g(εr)

eα+βεr − 1

ce qui devient, avec l’approximation du continu:

lnZ = αN −
∫ ∞

0

ln
(
1− e−α−βε

)
g(ε) dε

N =

∫ ∞
0

g(ε)

eα+βεr − 1
dε

Notons que dans toute la section 1.4.5, on fera l’approximation que le Hamiltonien du système est
dominé par celui décrivant la translation des particules.

1.4.6 Cas non relativiste et arbitrairement dégénéré
Ici on pourra exprimer g(ε)de avec l’équation (1.5) pour obtenir:

lnZ = αN +
V

λ3
g5/2(α)

N −N1

V
=

1

λ3
g3/2(α) (1.10)

où N1 est le nombre de particules dans l’état fondamental:

N1 ≡
1

eα − 1

et gn(α) est la fonction spéciale de Bose-Einstein:

gn(α) ≡ Lin(e−α) =
1

Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1

eα+x − 1
dx

où Γ(n) est la fonction gamma d’Euler et Lin(x) la fonction polylogarithme. La fonction spéciale de
Bose-Einstein possède aussi cets propriétés:

∂ gn
∂α

= − gn−1(α)

gn(0) = ζ(n)

10
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où ζ(n) est la fonction zeta de Riemann. On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz de Bose-
Einstein arbitrairement dégénéré:

F = −αNkT − V kT

λ3
g5/2(α) H =

5

2

V kT

λ3
g5/2(α)

G = −αNkT µ = −αkT

P =
kT

λ3
g5/2(α) γ =

1

P

g3/2(α)

g5/2(α)

(
g1/2(α) +

N + eαN2
1

N −N1

)
S = αNk +

5

2

V kT

λ3
g5/2(α) δ =

5

2T

g5/2(α)

g3/2(α)

(
g1/2(α) +

N + eαN2
1

N −N1

)
− 3

2T

U =
3

2

V kT

λ3
g5/2(α) CV =

3

4

V k

λ3

(
5 g5/2(α)− 3

g2
3/2(α)

g1/2(α)

)

CP =
25

4

V k

λ3

g2
5/2(α)

g2
3/2(α)

(
eαN2

1λ
3

V
+ g1/2(α)

)
−15

4

V k

λ3
g5/2(α)

Pour calculer CV et CP avec les dépendances U = U(α, V, T ), P = P (α, T ), N = N(α, V, T ) et
H = H(α, V, T ), on s’est servi de transformations Jacobiennes pour obtenir:

CV =
∂U

∂T

∣∣∣∣
α,V

− ∂U

∂α

∣∣∣∣
T,V

∂N

∂T

∣∣∣∣
α,V

(
∂N

∂α

∣∣∣∣
T,V

)−1

∂H

∂N

∣∣∣∣
P,T

=
∂H

∂V

∣∣∣∣
α,T

(
∂N

∂V

∣∣∣∣
α,T

)−1

∂H

∂P

∣∣∣∣
N,T

=

(
∂P

∂α

∣∣∣∣
T

)−1
(
∂H

∂α

∣∣∣∣
V,T

− ∂H

∂N

∣∣∣∣
P,T

∂N

∂α

∣∣∣∣
V,T

)

CP =
∂H

∂T

∣∣∣∣
α,V

− ∂H

∂N

∣∣∣∣
P,T

∂N

∂T

∣∣∣∣
α,V

− ∂H

∂P

∣∣∣∣
N,T

∂P

∂T

∣∣∣∣
α

On peut définir f la fugacité du système, donnée par:

f ≡ e−α

On peut donc écrire:

N1 =
f

1− f

g8
n(f ) ≡ gn(α) =

1

Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1

ex/f − 1
dx

On peut aussi réécrire l’équation (1.10) en utilisant la définition de la fugacité et de N1:

Nλ3

V
= g8

3/2(f ) +
f

1− f

λ3

V

11
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On peut voir que dans le cas de l’approximation continue, λ3 � V et alors le deuxième terme de cette
expression tendra vers une distribution delta de Dirac centrée à f = 1. Ainsi, à moins d’être en présence
d’un système très fortement dégénéré, on pourra négliger le deuxième terme et tirer directement la
valeur de la fugacité (et donc du paramètre de dégénérescence) avec des tables de valeurs pour g8

3/2(f )

(ou avec Wolfram Alpha) en connaissant Nλ3/V . Cependant, dans le cas où on ne peut négliger le
deuxième terme, on devra aussi connaı̂tre la valeur de λ3/V pour notre système et résoudre l’équation
complète (ici Wolfram Alpha ou Mathematica sera de mise). Une fois le paramètre de dégénérescence
connu, on pourra en tirer les propriétés thermodynamiques du système à l’aide des expressions ci-haut.

1.4.7 Cas non relativiste et faiblement dégénéré
Dans un tel cas, on a que N � N1, α� 1 et f ≈ 0. On a donc:

N

V
=

1

λ3
g3/2(α)

Or, on peut écrire gn(α) avec sa série de Taylor:

gn(α) =
∞∑
l=1

e−αl

ln

Celle-ci convergant avec une rapidité proportionnelle à la valeur de α. Dans notre cas, elle convergera
donc très rapidement et on n’aura qu’à en conserver quelques termes pour représenter de façon approx-
imative la fonction spéciale de Bose-Einstein. En se servant des deux dernières expressions, on peut
inverser la série de Taylor de g3/2(α) et en conserver les quelques premiers termes, pour en arriver à une
expression du paramètre de dégénérescence α:

α = ln

(
V

Nλ3

)
− ln

(
1− 1

2
√

2

Nλ3

V
−
(

1

3
√

3
− 1

4

)(
Nλ3

V

)2

−
(

1

8
+

5

16
√

2
− 5

6
√

6

)(
Nλ3

V

)3

+ · · ·

)

On peut alors évaluer d’autres indices de gn(α) à leur tour avec leur série de Taylor. Nous avons donc :

g1/2(α) =
Nλ3

V

[
1 +

1

2
√

2

(
Nλ3

V

)
+

(
2

3
√

3
− 1

4

)(
Nλ3

V

)2

+

(
3

8
+

5

16
√

2
− 4

3
√

6

)(
Nλ3

V

)3

+ · · ·

]

g3/2(α) =
Nλ3

V

g5/2(α) =
Nλ3

V

[
1− 1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+

(
1

8
− 2

9
√

3

)(
Nλ3

V

)2

+

(
1

2
√

6
− 5

32
√

2
+

3

32

)(
Nλ3

V

)3

+ · · ·

]

g7/2(α) =
Nλ3

V

[
1 +

3

8
√

2

(
Nλ3

V

)
+

(
3

16
− 8

27
√

3

)(
Nλ3

V

)2

+

(
25

36
√

6
− 15

64
√

2
− 15

128

)(
Nλ3

V

)3

+ · · ·

]

12
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Ceci nous permettant d’écrire les propriétés thermodynamiques du système (on conserve ici seulement
les deux premiers ordres):

F = −NkT

(
α +

g5/2(α)

g3/2(α)

)
= −NkT

(
1− 1

4
√

2

Nλ3

V
− ln

[
Nλ3

V
− 1

2
√

2

(
Nλ3

V

)2
]

+ · · ·

)

G = NkT ln

[
Nλ3

V
− 1

2
√

2

(
Nλ3

V

)2
]

+ · · ·

P =
NkT

V

g5/2(α)

g3/2(α)
=
NkT

V

(
1− 1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+ · · ·

)

S = αNk +
5

2

g5/2(α)

g3/2(α)
= Nk

(
5

2

(
1− 1

4
√

2

Nλ3

V

)
− ln

[
Nλ3

V
− 1

2
√

2

(
Nλ3

V

)2
]

+ · · ·

)

U =
3

2
NkT

g5/2(α)

g3/2(α)
=

3

2
NkT

(
1− 1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+ · · ·

)
H =

5

2
NkT

g5/2(α)

g3/2(α)
=

5

2
NkT

(
1− 1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+ · · ·

)
µ = kT ln

[
Nλ3

V
− 1

2
√

2

(
Nλ3

V

)2
]

+ · · ·

γ =
1

P

g3/2(α)

g5/2(α)

(
g1/2(α) + 1

)
=

1

P

[
1 +

(
1 +

1

4
√

2

)(
Nλ3

V

)
+

3

4
√

2

(
Nλ3

V

)2

+ · · ·

]

δ =
5

2T

g5/2(α)

g3/2(α)

(
g1/2(α) + 1

)
− 3

2T
=

1

T

[
1 +

(
5

2
+

5

8
√

2

)(
Nλ3

V

)
+

15

8
√

2

(
Nλ3

V

)2

+ · · ·

]

CV =
3

2
Nk

[
g5/2(α)

g3/2(α)
− 3

2

g3/2(α)

g1/2(α)

]
=

3

2
Nk

(
1 +

1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+ · · ·

)

CP =
5

2
Nk

[
g5/2(α)

g3/2(α)
− 3

2

g3/2(α)

g1/2(α)

]
=

5

2
Nk

(
1 +

1

4
√

2

(
Nλ3

V

)
+ · · ·

)

1.4.8 Cas non relativiste et fortement dégénéré
Dans le cas où la dégénérescence est forte, on a que N1 ≈ N , α ≈ 0 et f ≈ 1. On a donc que le nombre
d’atomes excités est:

Ne = N −N1 =
V

λ3
g8

3/2(f )

et à la limite où le gaz est complètement dégénéré, on aura:

Ne,max =
V

λ3
g8

3/2(1) =
V

λ3
ζ(3/2) ≈ 2.612

V

λ3

Ainsi, on voit qu’à cette limite il existe un nombre fini de places dans les états excités. Si on ajoute
alors trop de particules au système, c’est seulement le niveau fondamental qui se peuplera de plus en

13
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plus: C’est ce que l’on appelle la condensation de Bose-Einstein. Étant donné qu’une grande majorité
des particules du système se trouvent dans le même état, leurs fonctions d’onde quantiques deviennent
cohérentes entre elles, ce qui fait que des propriétés de nature quantique peuvent survenir à l’échelle
macroscopique. Le phénomène de superfluidité est lui-même dû à une condensation de Bose-Einstein
dans un système à l’état liquide. Si on revient en arrière pour identifier la cause physique de ce com-
portement, on se rend compte qu’il est une conséquence directe du fait que la fonction d’onde quantique
d’un boson doit être symétrique.

On peut définir une température critique Tc en dessous de laquelle la condensation de Bose-Einstein
survient:

Tc =
h2

2πmk

(
N

V ζ(3/2)

)2/3

On peut alors exprimer différentes quantités en fonction de cette température critique:

Ne = N

(
T

Tc

)3/2

N1 = N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

On en tire les propriétés thermodynamiques d’un condensat de Bose-Einstein T ≤ Tc :

F = −kTV
λ3

ζ(5/2) = −NkT
V

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

G = 0

P =
kT

λ3
ζ(5/2) =

NkT

V

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

S =
5

2

kV

λ3
ζ(5/2) =

5

2
Nk

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

U =
3

2

kTV

λ3
ζ(5/2) =

3

2
NkT

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

H =
5

2

kTV

λ3
ζ(5/2) =

5

2
NkT

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

µ = 0

γ =
1

P

ζ(3/2)

ζ(5/2)

ζ(1/2) +

(
T

Tc

)−3/2
1 +N

(
1 +

(
T

Tc

)3/2
)2


δ =
5

2T

ζ(5/2)

ζ(3/2)

ζ(1/2) +

(
T

Tc

)−3/2
1 +N

(
1 +

(
T

Tc

)3/2
)2
− 3

2T

CV =
15

4

kV

λ3
ζ(5/2) =

15

4
Nk

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

CP =
25

4

kV

λ3
ζ(5/2) =

25

4
Nk

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2
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Voici quelques valeurs pour ζ(n):

ζ(1/2) ≈ −1.46035451

ζ(3/2) ≈ 2.61237535

ζ(5/2) ≈ 1.34148726

ζ(5/2)

ζ(3/2)
≈ 0.51351245

ζ(3/2)

ζ(1/2)
≈ −1.78886382

1.4.9 Processus adiabatique impliquant un gaz de Bose-Einstein non relativiste
Lors d’un processus adiabatique, les paramètres thermodynamiques d’un gaz parfait de Bose-Einstein
non relativiste varieront de façon à garder constantes les quantités suivantes: (À vérifier)

c1 = V T 3/2

c2 = PT−5/2

c3 = PV 5/3

1.4.10 Gaz de photons
On peut traiter un ensemble de photons comme un gaz de particules sans masse, identiques et indiscern-
ables, d’énergie individuelle hν. Étant donné que les équations de Maxwell sont linéaires, les photons
n’interagissent pas entre eux, on pourra donc les traiter strictement comme un gaz parfait. Puisqu’ils
n’ont pas de masse, la longueur d’onde de de Broglie qui leur est associée tendra vers l’infini, on aura
donc automatiquement un gaz complètement dégénéré. De plus, puisque leur spin vaut S = 1, ce sont
des bosons et ils obéiront donc à la statistique de Bose-Einstein. Finalement, leur vitesse étant c, ils
devront être traités comme un gaz ultra-relativiste, dont l’énergie E est reliée à l’impulsion p par:

E = pc = hν

On a vu plus tôt que la densité d’états associés à la translation pour une particule dont le spin peut
prendre deux valeurs (ici ±1) d’un gaz parfait est donnée par :

g(p)dp =
V

h3
8πp2dp, donc ici:

g(ν)dν =
V

c3
8πν2dν

Dans le cas d’un gaz de photons, l’équilibre ne sera évidemment pas atteint via les interactions interpar-
ticules. La seule façon de l’atteindre sera donc via l’interaction avec une surface matérielle quelconque,
comme par exemple une boı̂te contenant le gaz. Étant donné que le nombre de photons absorbés ou
réémis par la paroi n’est pas contraint par aucune loi (c’est l’énergie qui doit être conservée, pas le
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nombre de photons), on a alors que le paramètre de Lagrange associé à cette contrainte, c’est-à-dire α
le paramètre de dégénérescence, est identiquement nul:

α = 0

On en tire les propriétés thermodynamiques d’un gaz de photons:

Z = e4σV T 3/3ck U =
4σ

c
V T 4

N =
16πk3

h3c3
ζ(3)V T 3 H =

16σ

3c
V T 4

F = −4σ

3c
V T 4 µ = 0

G = 0 γ = 0

P =
4σ

3c
T 4 δ = 0

S =
16σ

3c
V T 3 CV =

16σ

c
V T 3

CP =
64σ

3c
V T 3

où σ est la constante de Stefan-Boltzmann:

σ =
2π2k4

15h3c2

1.4.11 Processus adiabatique impliquant un gaz de photons
Un processus adiabatique agissant sur un gaz de photons gardera constantes les quantités suivantes: (À
Vérifier)

c1 = V T 3

c2 = PT−4

c3 = PV 4/3

1.4.12 Distribution spectrale d’un gaz de photons
On trouve que la densité d’énergie volumique d’un gaz de photons par unité de fréquence est donnée
par:

µν =
8πhν3

c3

1

ehν/kT − 1

On peut réexprimer celle-ci en termes de longueur d’onde:

µλ =
8πhc

λ5

1

ehc/λkT − 1

On trouve que cette distribution présente un maximum à la fréquence:

νmax =
kT

h

[
3 + W(−3e−3)

]
≈ 2.82143937

kT

h

16
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où W(x) est la fonction de Lambert. Étant donné que la relation liant la fréquence de la lumière à sa
longueur d’onde n’est pas linéaire, on trouve un maximum différent pour la distribution en termes de
fréquences. Celui-ci est donné par:

λmax =
hc

kT

[
1

5 + W(−5e−5)

]
≈ 0.201405235

hc

kT
, d’où:

νmax en λ =
c

λmax
=
kT

h

[
5 + W(−5e−5)

]
≈ 4.96511424

kT

h
6= νmax

Ce résultat présente une particularité intéressante: Un détecteur de lumière sensible à la longueur d’onde
de la lumière ne détectera pas la même couleur qu’un détecteur sensible à sa fréquence. Notre oeil est un
détecteur sensible à la longueur d’onde, tandis que les CCD traditionnels sont sensibles à la fréquence
de la lumière.

On trouve aussi que cette distribution présente deux régimes bien distincts:

Formule de Wien : lim
ν→∞

µν =
8πhν3

c3
e−hν/kT

Formule de Rayleigh-Jeans : lim
ν→0

µν =
8πν2

c3
kT

Le flux radiatif total F en unités d’énergie par surface et par seconde est alors donné par:

F = σT 4

On définit alors Jν(θ)dνdΩ la quantité d’énergie entre ν et ν + dν émise par un objet dans un pinceau
d’angle solide dΩ dans une direction θ, puis aν(θ)dEν/dAdt la quantité d’énergie absorbée par unité
de surface et de temps. On en tire la loi de Kirchoff :

Jν(θ)
aν(θ)

=
2hν3

c2

cos (θ)

ehν/kT − 1

1.4.13 Modèle de Debye des solides
Dans cette approche, on étudie le solide en tant qu’un gaz de phonons, qui sont eux-mêmes des bosons
de masse nulle. On trouve alors la fonction de partition du système:

Z = eβNη
3N∏
r=1

(
1

1− e−β~ωr

)
, avec:

−Nη ≡ V0 +
1

2

3N∑
r=1

~ωr

ωr =

√
rκ

m

où η représente le point zéro d’énergie de vibration d’un phonon, ωr est la fréquence associée à un
photon dans l’état d’excitation r, κ est la constante de rappel associée à la force d’interaction entre les
atomes du solide, m est la masse de ceux-ci et V0 est le potentiel d’interaction entre les particules à leur
distance d’équilibre.
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La densité d’états des phonons, si on supposait un milieu continu, est donnée par:

gc(ω)dω =
3V

2π2C2
s

ω2dω

3

C2
s

=
2

C2
t

+
1

C2
l

où Cs est la vitesse moyenne du son dans le solide, Ct la vitesse des phonons transverses et Cl la vitesse
de ceux longitudinaux. L’approximation du modèle de Debye consiste alors à traiter la densité d’états
comme ceux d’un milieu continu pour les phonons de fréquence inférieure à une fréquence de coupure
ωD, la fréquence de Debye. Au-dessus de cette fréquence, on traitera la densité d’états comme tombant
brusquement à zéro:

g(ω) =

{
gc(ω) si ω < ωD

0 si ω > ωD

On choisit alors la fréquence de Debye pour que:∫ ωD

0

gc(ω)dω = 3N

On en tire:

ωD = Cs

(
6π2N

V

)1/3

On définit alors θD la température de debye:

θD ≡
~ωD
k

=
~Cs
k

(
6π2N

V

)1/3

On en tire les propriétés thermodynamiques du gaz de phonons:

F = −Nη +NkT
[
3 ln

(
1− e−θD/T

)
−D (θD/T )

]
µ = 3kT ln

(
1− e−θD/T

)
G = −Nη + 3NkT ln

(
1− e−θD/T

)
α = −3 ln

(
1− e−θD/T

)
P =

NkT

V
D(θD/T ) δ =

1

P

S = 4NkD(θD/T )− 3Nk ln
(
1− e−θD/T

)
γ =

4

T
− 1

D(θD/T )

θD
T 2

3

eθD/T − 1

U = −Nη + 3NkT D(θD/T ) CV = 3Nk

[
4 D(θD/T )− 3θD

T

1

eθD/T − 1

]
H = −Nη + 4NkT D(θD/T ) CP = 4Nk

[
4 D(θD/T )− 3θD

T

1

eθD/T − 1

]
En général, −Nη � 3NkT D(θD/T ). Aussi, D(x) est la fonction spéciale de Debye:

D(x) ≡ 3

x3

∫ x

0

y3

ey − 1
dy
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On peut relier celle-ci aux fonctions polylogarithme Lin(x):

D(x) = 3 ln(1− ex) +
9

x
Li3(ex) +

18

x3
Li4(ex)− π4

5x3
− 3x

4

Elle possède les comportements asymptotiques suivants:

lim
x→0

D(x) = 1− 3

8
x+

1

20
x2 − 1

1680
x4 + · · ·

lim
x→∞

D(x) =
π4

5x3
+

3

x3
e−x

(
x3 + 3x2 + 6x+ 6

)
ainsi que la propriété suivante:

d D

dx
= −3

x
D(x) +

3

ex − 1

Ainsi, à la limite des grandes températures T � θD , on trouve:

CV = 3Nk : Loi de Dulong-Petit

Puis à la limite des faibles températures T � θD :

CV =
12π4

5
Nk

(
T

θD

)3

S =
4π4

5
Nk

(
T

θD

)3

1.4.14 Modèle d’Einstein des solides
Dans cette approche, on voit plutôt le solide comme un ensemble de 3N oscillateurs harmoniques
indépendants, oscillants tous à la même fréquence ωE , caractéristique du matériau. La densité d’états
pour cet ensemble oscillateurs sera donc:

g(ω) = 3Nδ (ω − ωE)

où δ(x) est la distribution delta de Dirac. On définit la température d’Einstein comme:

θE =
~ωE
k

On en tire les propriétés thermodynamiques de cet ensemble:

F = −Nη + 3NkT ln
(
1− e−θE/T

)
µ = 3kT ln

(
1− e−θE/T

)
S = −3Nk ln

(
1− e−θE/T

)
− 3Nk

eθE/T − 1

θE
T

α = −3 ln
(
1− e−θE/T

)
U = −Nη +

3N~ωE
eθE/T − 1

CV = 3Nk

(
θE
T

)2
eθE/T

(eθE/T − 1)
2

— À suivre... —
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1.4.15 Cas ultra-relativiste et arbitrairement dégénéré
–À venir...–

1.4.16 Cas arbitrairement relativiste et arbitrairement dégénéré
Dans ce cas, on devra utiliser la relation relativiste entre l’énergie cinétique d’une particule et son
impulsion:

ε =
√
p2c2 +m2c4 −mc2

On en tire la fonction de partition et le nombre de particules:

lnZ = αN +
3

2

V

λ3
h5/2;2(α, θ)

N = N1 +
V

λ3

[
3

2θ
h5/2;1(α, θ) + h3/2;1(α, θ)

]
où θ est un indicateur sans dimension du degré de comportement relativiste et hn;m(α, θ) est une fonc-

tion spéciale:

θ ≡ mc2

kT

hn;m(α, θ) ≡ 1

Γ(n)Γ(m+ 1/2)

√
π

2

∫ ∞
0

(x/2θ + 1)(m−1/2) xn−1

eα+x − 1
dx

Elle présente les propriétés suivantes:

∂hn;m

∂θ
= − n

2θ2
hn+1;m−1

∂hn;m

∂α
= −hn−1;m −

hn;m−1

2θ

hn;m = (m+ 1/2)hn;m+1 −
nhn+1;m

2θ
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On peut alors en tirer les propriétés thermodynamiques du système:

F = −αNkT − 3

2

V kT

λ3
h5/2;2(α, θ)

G = −αNkT

P =
3

2

kT

λ3
h5/2;2(α, θ)

S = αNk +
5

2

V k

λ3

[
2

θ
h7/2;1(α, θ) + h5/2;1(α, θ)

]
U =

3

2

V kT

λ3

[
5

2θ
h7/2;1(α, θ) + h5/2;1(α, θ)

]
H =

V kT

λ3

[
2

θ
h7/2;1(α, θ) + h5/2;1(α, θ)

]
CV =

3

4

V k

λ3

{
h5/2;0 +

h5/2;1

2
+

15

4θ
h7/2;1 +

3

16θ2

(
h5/2;0 − h5/2;1

) (
2θh3/2;1 − h5/2;0 + 6h5/2;0

)
eαN2

1λ
3

V
+ h1/2;0 +

h3/2;1
θ

}

CP =
V k

λ3

{
3

2

(
h5/2;0 + 2h5/2;1

)
+

15

θ
h7/2;1 + ξ

(
h3/2;1 + h3/2;0 +

9

2θ
h5/2;1

)
+

ξ2

2

(
eαN2

1λ
3

2V
+ h1/2;0 +

h3/2;1

θ

)}
, où ξ = −10

2h7/2;1 + θh5/2;1

3h5/2;1 + 2θh3/2;1

On peut aussi exprimer la fonction spéciale hn;m(α, θ) en série, valide pour toute valeur d’intérêt des
paramètres. Ce ne sont donc pas des approximations lorsqu’on conserve tous les termes. Cependant, il
est intéressant de remarquer que peu importe les valeurs des paramètres α et θ, les termes de la série
décroissent lorsque n augmente, ce qui rend possible les approximations en conservant un nombre de
termes limité.

hn;m(α, θ) =

√
π

2

(2θ)n

Γ(m+ 1/2)

∞∑
k=1

e−αk U(n, n+m+ 1/2, 2kθ)

Où U(a, b, z) est la fonction hypergéometrique confluente de deuxième espèce.
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On a ces valeurs particulières:

h1/2;0(α, θ) =

√
θ

2π

∞∑
k=1

ek(θ−α)K0(kθ)

h3/2;0(α, θ) =

√
2θ3

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

[
K1(kθ)−K0(kθ)

]

h5/2;0(α, θ) =
2

3

√
2θ3

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k

[
2kθK0(kθ) + (1− 2kθ)K1(kθ)

]

h7/2;0(α, θ) =
4

15

√
2θ5

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k

[
(5 + 4kθ)K1(kθ) + (1− 4kθ)K2(kθ)

]

h9/2;0(α, θ) =
8

105

√
2θ5

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k2

[
− 8kθ(1 + kθ)K1(kθ) + (3− 4kθ + 8k2θ2)K2(kθ)

]

h1/2;1(α, θ) =

√
θ

2π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

[
K0(kθ) +K1(kθ)

]

h3/2;1(α, θ) =

√
2θ

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k
K1(kθ)

h5/2;1(α, θ) =
2

3

√
2θ3

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k

[
K1(kθ)−K2(kθ)

]

h7/2;1(α, θ) =
4

15

√
2θ3

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k2

[
2kθK1(kθ) + (3− 2kθ)K2(kθ)

]

h9/2;1(α, θ) =
8

105

√
2θ5

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k2

[
(7 + 4kθ)K2(kθ) + (3− 4kθ)K3(kθ)

]

h1/2;2(α, θ) =

√
2

πθ

∞∑
k=1

ek(θ−α)

3k

[
(2kθ − 3)K1(kθ) + 2kθK2(kθ)

]

h3/2;2(α, θ) =

√
2θ

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

3k

[
K1(kθ) +K2(kθ)

]

h5/2;2(α, θ) =
2

3

√
2θ

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k2
K2(kθ)

h7/2;2(α, θ) =
4

15

√
2θ

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k3

[
kθK1(kθ) + (4− kθ)K2(kθ)

]

h9/2;2(α, θ) =
8

105

√
2θ3

π

∞∑
k=1

ek(θ−α)

k3

[
2kθK2(kθ) + (5− 2kθ)K3(kθ)

]

où Kn(θ) est la fonction de Bessel modifiée du deuxième type et d’ordre n.
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On a donc:

N = N1 +
V

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n
K2(nθ)

F = −αNkT − V kT

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2
K2(nθ)

P =
kT

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2
K2(nθ)

S = αNk +
V k

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2

[
nθK1(nθ) + (4− nθ)K2(nθ)

]
U =

V kT

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2

[
nθK1(nθ) + (3− nθ)K2(nθ)

]
H =

V kT

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2

[
nθK1(nθ) + (4− nθ)K2(nθ)

]

CV =
V k

Λ3

{
∞∑
n=1

en(θ−α)

n2
(3 + nθ)

[
2 (nθ − 1)K1(nθ) + (3− nθ)K2(nθ)

]

−

∑∞
n=1

e2n(θ−α)

n2

[
nθK1(nθ) + (3− nθ)K2(nθ)

]2

eαN2
1 Λ3

V
+
∑∞

m=1 e
m(θ−α)K2(mθ)

}

CP =
1

4

V k

Λ3

∞∑
n=1

en(θ−α)

n2

[
4nθ (3− 2nθ + nξ)K1(nθ)

+
(
48 + 12n(ξ − 2θ) + n2(8θ2 − 4θξ + ξ2)

)
K2(nθ)

]

+
eαN2

1kξ
2

4
, où ξ = 2

∑∞
n=1

en(θ−α)

n2

[
(nθ − 4)K2(nθ)− nθK1(nθ)

]
∑∞

m=1
em(θ−α)

m
K2(mθ)

γ =
Λ3

kT

eαN2
1 Λ3

V
+
∑∞

n=1 e
n(θ−α)K2(nθ)(∑∞

n=1
en(θ−α)

n
K2(nθ)

)2

où on a défini une longueur d’onde de de Broglie généralisée:

Λ =
h

(4πm2ckT )1/3
= λ

( π
2θ

)1/6
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1.4.17 Cas arbitrairement relativiste et faiblement dégénéré
Dans le cas faiblement dégénéré (α � 1), on pourra conserver seulement les premiers termes de la
représentation en série de la fonction hn;m(α, θ). Si on ne conserve que l’ordre zéro, on obtiendra:

N =
V

Λ3
eθ−αK2(θ)

P =
NkT

V

S = Nk

[
α +

4− θ
θ

+
K1(θ)

K2(θ)

]
U = NkT

[
3 + θ

(
K1(θ)

K2(θ)
− 1

)]
H = NkT

[
4 + θ

(
K1(θ)

K2(θ)
− 1

)]
CV = Nk

[
3 + (1 + θ)

(
θ − K1(θ)

K2(θ)

(
3 + θ

K1(θ)

K2(θ)

))]
CP = Nk

[
25

4
+ θ2 −

(
θ
K1(θ)

K2(θ)
+

3

2

)2
]

(À restructurer:) Si on conserve plusieurs ordres, on aura plutôt :

γ = 1 +
K2(2θ)

4K2(θ)2

(
NΛ3

V

)
+

32K2(θ)K2(3θ)− 27K2(2θ)2

72K2(θ)4

(
NΛ3

V

)2

+
81K2(2θ)3 − 160K2(θ)K2(2θ)K2(3θ) + 81K2(θ)2K2(4θ)

144K2(θ)6

(
NΛ3

V

)3

+ · · ·

Note : Les équations en bleu-vert ont été dérivées par l’auteur, elles sont donc à utiliser avec précaution.
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